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ПЕРЕДМОВА 
 
 
             У процесі  проектування машин виникає необхідність в проведені розрахунків 
напружено деформованого стану (НДС) ферм, рам, тонкостінних плоских та скривлених  
тонкостінних елементів [1] з метою раціонального вибору їх розмірів. Конкретизація 
розрахунків для різних  елементів машин  розглядається  в  підручниках по : деталям 
машин, будівельній механіці літака, будівельній механіці   ракети, будівельній механіці 
корабля, будівельній механіці підводного човна. 
       Прямі і кругові стрижні широко використовуються як елементи машин та приладів: 
різець свердла, різного типу кронштейни, стрижні різного типу механізмів машин, 
пружин, бандажів. Широко в будівництві використовуються просторові легкі стальні та 
алюмінієві конструкції із гнутих та пресованих профілів[2]. Легкі тонкостінні прямі та 
кругові стрижні використовують як підкріплюючі елементи пластин і оболонок при 
створенні легких просторових конструкцій: фюзеляж і крило літака, корпуси кораблів 
підводних човнів, ракет, автобусів в вигляді стрингерів, шпангоутів та різного типу 
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бандажів. Тонкостінні рамні конструкції використовують при створені різного типу 
конструктивних елементів машин та при будівництві різного типу  легких споруд. 
         Значну роль  в машинобудуванні  мають  елементи , які називають пластинками і 
оболонками. До них можна віднести: фланці, дискові пружини, днища поршнів, гумові 
покришки,  сильфони, лопатки турбін, котли, балони, хімічні апарати, камери згорання 
двигунів, ротори ,барабани , та корпуса (літаків, вертольотів, ракет, кораблів, ядерних 
реакторів. Термін «машин» відноситься до ансамблю всього типу елементів :стрижневі 
системи, кільця, різного типу пластини та оболонки. Конкретизація розрахунків для 
даного набору елементів розглядається  в  підручниках «Деталі машин» , «Будівельна 
механіка літака», «Будівельна механіка ракет», «Будівельна механіка корабля», 
«Будівельна механіка підводного човна». 
   Для даного типу елементів вводяться гіпотези, які суттєво спрощують вихідні 
рівняння і рішення.. До  прикладних методів розрахунків, які ґрунтуються на  гіпотезах, 
відноситься термін «будівельна механіка».В учбовій літературі [1]  використовують 
узагальнений термін «Будівельна механіка машин». В даному курсі  виводяться основні 
рівняння для пластин , оболонок  і дана методика  рішення  задач  по визначенню  
напружено деформованого стану(НДС) . 
          У процесі  проектування машин виникає також необхідність в проведені 
розрахунків на стійкість стрижнів, рам, кілець, пластин та оболонок з метою 
раціонального вибору їх розмірів. Геометричні характеристик поперечних перерізів 
таких елементів проводиться з врахуванням критичних напружень пластин і оболонок в 
стиснутій частині крила  чи фюзеляжу при поперечному згині. В учбовій літературі 
розрахунки  НДС тонкостінних стрижнів, кругових кілець ,пластин та оболонок   
приведені в посібнику [3]. Розрахунки НДС пластин і оболонок з великою кількістю 
довідкового матеріалу приведені в роботі [4]. Прикладні методи розрахунків НДС та 
стійкості пластин та оболонок приведені  також в [5]. Розрахунки на стійкість стрижнів, 
тонкостінних стрижнів, кругових кілець,пластин, оболонок як в пружній так і в 
пластичній області приведені в [6]. В даній роботі приведені практичні методи 
розрахунків на стійкість пологих трьохшарових пластин та оболонок. . Методи 
розрахунку тонкостінних стрижнів  на стійкість при створені різного типу легких 
споруд приведено [2]. 
       Посібник призначено для студентів спеціальності «Динаміка і міцність машин» по  
вивченню дисципліни «Будівельна механіка машин»  в об’ємі 14 кредитів 
Розміщення матеріалу  посібника  відповідає об’єму  розподілу годин в учбовому плані 
дисципліни «Будівельна механіка машин». 
   
Розділ1. Ферми 
1.1 Структурний аналіз плоских ферм. 
Точки на площині, де шарнірно з׳єднуються всі стрижні , будемо називати вузлами. 
1 E
23
1
A 3
2
 
                                 Рис.1.1                                                            Рис.1.2 
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Вузлами являються точки 1,2,3,Е (рис.1.1). Точка А (рис.1.2) не буде вузлом ,бо 
стрижні 1А-А3 зв’язані між собою жорстко. Точка 1 (рис.1.3) на площині по 
відношенню до системи координат  має дві степені вільності.  Якщо точку 1 з`єднати 
 
1 1 E
23
 
                          Рис.1.3                                                           Рис.1.4 
з опорою стрижнем, то степінь вільності зменшиться на 1. Нехай на площині   
розміщено В вузлів, які з’єднанні між собою та з опорою С стрижнями.  Степінь 
вільності ферми n  по відношенні до опори, зв’язаної с системою координат, знаходимо 
із формули 
(2 )w B C                        (1.1)  
Якщо     n=0  то ферма статично визначена, при п≥1 ферма перетворюється в механізм, а 
при п≤(-1) маємо статично невизначувану систему. Для незакріплених ферм визначають 
степінь мінливості w  
(2 3)w B C              (1.2)    
 
Ферми (рис.1.1 ), (рис.1.4) статично визначувана ( w=0,n=0 ),   ферма (рис.1.3) раз 
статично невизначувана (n= -1), а система (рис.1.2) статично визначувана (w=0). 
Незмінну частини ферми можна розглядати як тверде тіло на площині, яке будемо 
називати диском. Наприклад, ферму ( рис..1.1) можна розглядати як диск. Диском 
можна вважати  трикутну ферму 1-2-3 (рис.1.1) або  її  довільний стрижень. 
Диск I (рис.1.5 )по відношенню до диска II має три степені вільності. В одне ціле їх 
можна з’єднати  стержнем  А-В і шарніром 1-2, що лишає можливості двох зміщень.  
Степінь мінливості  незакріпленої стержневої системи можна знайти по формулі 
 
(3 2 3)w D Ø Ñ            (1.3)     
 
Д  - число дисків, Ш- число простих шарнірів, С-число стержнів, які з’єднують між 
собою диски. Якщо  в точці 1 з’єднати  К дисків  одним складним шарніром, то 
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кількість простих шарнірів можна визначити із формули   Ш=(К-1). Для закріплених до 
опори ферм визначають степінь вільності 
                                        (3 2 )n D Ø Ñ                    (1.4) 
Ферму (рис.1.1) можна розглядати як один диск, тому по формулі (1.3) знаходимо w=0 
(D=1,Ш=0,С=0). Можна  кожен стержень цієї ферми розглядати як диск тоді  знаходимо 
w=0.(Д=5, Ш=6,С=0) 
Крім визначення степені вільності чи мінливості необхідно з׳ясувати правила 
утворення даної  стрижневої системи. 
Перший спосіб утворення  геометрично незмінної  ферми –це додавання нового вузла 
Е (рис.1.1) до диска (1-2-3). Якщо стержні (1-Е) і (2-Е) лежать на одній прямій, то така 
ферма раптово мінлива. Внутрішні сили в стержнях такої ферми нескінченно великі або 
невизначені ( можуть приймати  довільні значення). 
1
B
A
A
 
                                                Рис.1.5                                  Рис.1.6   
 
По другому способу два диски  I і II (рис.1.5)  з׳єднаються трьома стрижнями, що не 
перетинаються в одній точці, або з’єднаються( рис.1.6) шарніром (1-2) і стрижнем А-В, 
який не перетинає вісь  даного шарніра. Точка перетину двох стержнів утворює дійсний 
(1-3), або уявний шарнір (1-2), що лежить за дисками I і II.   
Третім способом з’єднуються три диски (рис.1.7) трьома шарнірами, що не лежать 
на одній прямій, або з’єднуються  за  допомогою шести стрижнів (рис.1.8) при  умові, 
що дійсні (1-2) і уявні (1-2),(1-3) шарніри  не лежать на одній прямій. 
1-2
2-
3
1-3 1-2
1-3
2-
3
 
                                        Рис. 1.7                                                               Рис.1.8 
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Приклад 1.1. Визначити степінь вільності та дослідити систему на  раптову мінливість 
(рис. 1.9). 
Розв’язок: стрижні 1, 2 відносимо до диска I ,а стрижні 3, 4 до диска II 
Знаходимо:  D=4, Ш=5, С=2, n=0 і система статично визначена. Дослідимо  характер 
з’єднання системи, в якої чотири диски кріпляться до опори. Зменшуємо кількість 
дисків до двох, замінюючи диски  Ш, IY на стрижні 5, 6. Диски  I, II  з’єднані дійсним 
шарніром, диск I  з’єднаний з опорою стрижнями 5-7, точка перетину яких утворює 
уявний шарнір 5-7. 
2 -3
1 2
1 -2
1 -3
 
 
Рис.1. 9 
 
1 2
3
 
      Рис. 1.10    
Аналогічно диск  II  з’єднаний з опорою стрижнями  6 та 8, які утворюють уявний 
шарнір 6-8. Три шарніри (1-2) (5-7) (8-6) утворюють трикутник.  
      Якщо стрижні 1, 2, 3, 4 не відносити до дисків I, II то потрібно вважати всі стрижні 
дисками. В цьому випадку D=10, Ш=15, С=0, n=0. В даному випадку всі шарніри прості  
крім двох подвійних, що розміщені між стрижнями 1-2-7 та 3-4-8. 
Відповідь:Система статично визначена і раптово не мінлива. 
 
Приклад 1.2. Визначити степінь вільності та дослідити систему на  раптову мінливість 
(рис.1. 10). 
 Вказівка: При досліджені системи на раптову мінливість стрижні 1, 2, 3 замінити 
дисками.  
Відповідь: Ферма статично визначена і раптово не мінлива. 
 
Приклад 1.3. Визначити степінь вільності та дослідити систему(рис.1. 11). на  раптову  
мінливість  
Розв’язок. Стрижень I , диск II та опору III  розглядати як диски (рис1. 12). 
Відповідь: Ферма статично визначена і раптово не мінлива.. 
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Приклад 1.4. Визначити степінь вільності та дослідити систему на  раптову мінливість 
(рис.1.13).  
Розв’язок. Стрижні 1, 2, 3 вважати дисками. Відповідь: Ферма статично визначена і 
раптово не мінлива. 
 
2
33
3
1
1-2
2-3
1-3
 
                                           Рис. 1.11                                Рис. 1.12 
1 3
2
1
2 3
4
a a
 
Рис.1. 13                                         Рис. 1.14 
Приклад 1.5. Визначити степінь вільності та раптову мінливість ферми (рис.1. 14). 
Розв’язок. Трикутник I разом з стрижнями (а -1-2) та II разом з стрижнями (а -3-4)  
вважати  двома дисками. 
Відповідь:Ферма статично визначена (В=7, С=14) і раптово  не мінлива. 
 
Приклад 1.6. Провести структурний аналіз ферми (рис.1.15). 
1 2 43 5
A C I IIIII YIY
 
                                                 Рис. 1.15                                         Рис.1. 16 
 
Розв’язок. Прийняти  дугу АВС за диск. Кожен вузол a,  b,  c,  d прикріплюється до 
диска двома стрижнями. Стрижні 1, 2, 3, 4,5 зайві. 
Відповідь: Ферма 5 раз статично не визначена (В=6, С=17) і раптово  не мінлива.  
 
Приклад 1.7. Провести структурний аналіз ферми (рис1.16). 
Розв’язок. П’ять   дисків ( I , II , III ,IV,V) зв’язані між собою шарніром і стрижнем (Д=5 
,Ш=4,С=7,n=0).  
Відповідь: Ферма статично визначена і раптово не мінлива.. 
 
Приклад 1.8.. Провести структурний аналіз ферми (рис.1.17). 
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Розв’язок. Вузол Д прикріплений до диска  I  двома стрижнями  ba, .   
Чотири диски ( )IYI  з’єднані між собою та опорою 5-ма простими шарнірами та двома  
стрижнями.  Вузол К (рис.1.17)  має два простих шарніри (Д=4,Ш=5,С=2). 
Відповідь: Система статично визначена і раптово не мінлива. 
 
I
a
b
II
III IY
K
D I II
IYIII
 
                                            Рис.1. 17                                                    Рис.1. 18  
 
Приклад 1.9. Провести структурний аналіз ферми (рис.1.18). 
Розв’язок. В системі  Д=4,  Ш=3, С=6 (n=0). Стрижні  I ,  I І утворюють диск, що 
кріпиться до опори шарніром та стрижнем. Кожен кінцевий шарнір по горизонталі 
кріпиться до опори двома  стрижнями.  
Відповідь: Система статично визначена і раптово не мінлива. 
 
1.2. Методи визначення зусиль в стрижнях статично визначених ферм. 
При визначенні зусиль в стрижнях ферм (рис.1.19 ) використовується спосіб 
вирізання  вузлів, моментних точок та проекцій.  
Спосіб вирізання  вузлів доцільно використовувати  для вузлів, де сходяться два 
стрижні з невідомими зусиллями. Для даної ферми такими є вузол С. В цьому вузлі  із 
умови рівноваги сил на відповідні осі на знаходимо                         
3 42 0,F 0F F    
3
42F
4F
5
6
7
8 a
aC
n
n
m
D
E
 
Рис.1. 19 
 Як виняток спосіб вирізання вузлів використовується для вузлів (рис.1.20), де 
сходяться три стержні, із яких два лежать на одній прямій, для визначення зусилля. 
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тільки в стержні 1S  або  вузол з чотирма стрижнями ( рис.1. 21 )  при умові, що вузол К 
лежить на осі симетрії ферми для визначення зусилля в  стрижнях 1S . 
Решту зусиль в стрижнях ферми (рис.1.19)  знаходимо, проводячи розрізи ферми на 
дві частини. Розріз повинен не перетинати більше  ніж три стержні. Горизонтальні 
стержні 
S3S2
S1
     
S2S2
S1 S1
K
 
                                         Рис.1. 20                                              Рис.1. 21        
ферми називають поясами. В вертикальних і похилих стержнях зусилля знаходимо із 
умови рівноваги моментів зліва від заданого перерізу. Наприклад,  6S  знаходимо із 
умови рівноваги сил зліва від перерізу (n-n)  
6 (2 4) 0
2
S
F    
Зусилля 8S знаходимо із умови рівноваги сил зліва від перерізу (n-m) 
8 2 0S F   
Спосіб моментних точок використовується для знаходження зусиль в  
горизонтальних стрижнях. Наприклад, зусилля в  стрижні 7S   знаходимо із умови 
рівноваги моментів  сил зліва від перерізу (n-n)  відносно    точки D , яку називають 
моментною для стержня 7S  
7 (2 2 4) 0
FS a Fa     
Точка E  являється моментною  для стержня 5S .Зрівноважуємо моменти сил, що 
діють на ферму зліва від перерізу (n-n)  ) відносно E , і знаходимо 
5 2 0
FS a Fa   
Метод сумісних перерізів  використовується тоді, коли неможливо провести переріз  
через три стрижні. Наприклад знайдемо зусилля 2S  (рис.1.22). Через стрижень 2 
проводимо    переріз (n-n) і допоміжний переріз (n-m) , для  яких складаємо рівняння 
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1 2 0S a F a    ,  1 2 0S S       
 
a
a
S 2
n
m F
 
                                                                     Рис.1.22                                                                                                                                                                    
Спосіб заміни стрижня. Спосіб заміни стержня використовується для визначення зусиль 
в стержнях ферм, в яких не можна використати попередні методи. Такі ферми не мають 
трикутної решітки , яка утворюється при добавлянні нового вузла двома стержнями . 
Наприклад , ферма (рис.1.23) утворена по третьому способу. Диски (стержні) 1,2,3 
з’єднані між собою  стержнями, умовні шарніри яких не лежать на одній прямій 
оскільки   (  ).Перетворюємо дану ферму в ферму з трикутною решіткою для чого  
стержень 1  відкидаємо і добавляємо новий стержень 10, який з’єднує точки  А і В. 
Новоутворена ферма   є фермою з трикутною решіткою. До вузлів С і Д прикладаємо 
сили Х-1 (рис.1.24) в  напрямку стержня 1. Зусилля в стрижнях ферми (рис.1.24) 
знайдемо із формули при (к=1,2…10) 
F
kk kS S S X      
де FkS зусилля в кожному стрижні ферми (рис.1. 24) тільки від навантаження, 
kS - зусилля в стрижнях  ферми (рис.1. 24) від сил Хk=1 
.Ферма (рис.1. 24) не буде відрізнялась від ферми ( рис.1.23) , якщо зусилля  в 
 стрижні 10S   дорівнює нулю 1010 10 0
FS S S X    
                                         
 
F D
2
1
3
C
F
X
10
 
           Рис1..23                                                            Рис1..24   
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Таблиця 1  Зусилля в стрижнях ферми (Рис.1.23)                                
к      1      2     3      4      5       6       7       8      9    10 
/FkS F  
     0     0     0      0      0       0      0 
     
8
5
     
8
5
 
8
3
  
kS  
     1 
 6
5
  
6
5
  
    -1    -1 
    
6
5
     
6
5
 
8
5
  
8
5
  
24
7
  
/kS F  
7
9
    
14
15
   
14
15
 
7
9
  
7
9
  
14
15
  
14
15
      
7
10
     
7
10
 
0 
 
Звідси визначаємо Х і знаходимо зусилля в стрижнях  ферми  
10
10
F
F F
kk k
S
S S S
S
           (1.5) 
Значення зусиль  kS
F
kS kS  при  sin =0,6 ;  sin =0,8 приведені в таблиці 1. 
Приклад 1.10. Визначити зусилля в стержнях ,ab cdS S  ферми (рис.1. 25) 
. 
 
a
c d
b N
F
d
F F
F
A B
a cb
 
                                       Рис.1. 25                                                     Рис.1.26 
Розв’язок. Спочатку знайти нульові стрижні. Ненульовими будуть стрижні, що  
розміщені  на лініях аМ та МN. Вирізаємо вузол М  і знаходимо abS . 
Відповідь: / sinabS F  ; 0cdS  . 
 
Приклад 1.11. Визначити зусилля в стрижнях ,ab cdS S  ферми (рис. 1.26) 
Розв’язок. Із умови 0dM    знаходимо A BR R .Із перерізів ( )(M 0)AI I   та 
( )( 0)ï ðII II Y  знаходимо ,ab cdS S . 
Відповідь: abS F  ; 0cdS . 
Приклад 1.12.. Визначити зусилля в стрижнях ,ab cdS S  ферми (рис.1. 27). 
Розв’язок. Вирізаймо вузол С і знаходимо  1 2 0S S   
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Відповідь: / sinabS F   ; /cdS F tg . 
 
a
c
b
F F
1 2
d
 
Рис.1.27 
 
1.3. Аналітичні ознаки раптової мінливості ферм 
Спосіб нульового навантаження. Якщо ферма статично визначена (n=0,w=0), то в 
відсутність навантаження зусилля в стрижнях ферми повинні дорівнюють нулю. Якщо  
у  відсутність навантаження зусилля в стрижнях ферми не дорівнюють нулю, а 
невизначені, то ферма раптово мінлива. Наприклад, ферма (рис.1.28) статично 
визначена  п=2∙6-12=0. Стрижні 5,6 нульові Зусилля в решті стрижнів можуть бути 
ненульовими. Наприклад, задамось довільним зусиллям  в стрижні 2 і з умови рівноваги 
вузла С знаходимо зусилля в стрижнях 4 та 10.  Ферма (рис.1.28) раптово мінлива. 
Спосіб заміни стрижня. Визначаються зусилля в стрижнях ферми по методу заміни 
стрижня .Якщо зусилля в допоміжному стрижні від сил Х=1 дорівнює нулю , то ферма 
раптово мінлива.  
. 
1 2
3 465
7 8
C 1
A
3 465
7 8
X=1
9 K
 
 
                                 Рис.1.28.                                                   Рис.1.29 
Визначимо раптову мінливість ферми (рис.1.28), яка є статично визначеною( В=6, С=12, 
п=0).Замінимо опорний стрижень (рис.1.29.) силою  1X   і поставимо допоміжний 
стрижень 9 між вузлами А і К. 
Визначимо зусилля в цьому стрижні від сили Х=1,прикладеної в напрямку 
відкинутого опорного стрижня. Стрижні 5,6 нульові, тому стрижень 9 теж нульовий, 
тому ферма (рис.1.28) раптово мінлива. 
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1.4. Статично невизначувані ферми 
Ферма (рис.1.30) має два лишні стрижні (В=10,С=22, n= -2). Виберемо основну статично 
визначувану систему (рис.1.31), для чого розрізаємо  внутрішній стрижень 2   і 
відкидаємо зайвий опорний стрижень 1.Основна система навантажується силами F і  
силами 21, XX . Невідомі 21, XX  знаходимо із умови, що переміщення по напрямку 
даних сил дорівнюють нулю. Нехай вертикальні та горизонтальні стрижні  ферми 
довжиною, a мають одинаків модуль Е і площу  A. Визначимо переміщення в напряму 
21, XX  
4
2 F
F
3
8 56
7 9
1 2
11
13
1 4
15
1 6
17
1 8
19
F F
2 F 1 0
2
 
                                                                                                                                                                   
Рис.1.30 
 
0(i 1,2)ij j iFX                       (1.6) 
 
де 
19
2
i j k
kij ijk
k
aa aS S
EA EAa
 

      (1.7) 
 
19
2
F
i k iF
kiF
k
S FaFa
S a
EA F EA



        
F
kS - зусилля в к-му стрижні ( 1, 2...19k  ) від навантаження F в основній системі 
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Рис.1.31 
( )i
kS - зусилля в к-му стрижні( 1, 2...19k  )  від одиничної сили 1iX   ( ( 1, 2)i   в 
основній системі  в напряму i . 
                                                      
Позначимо 
19
2
ji
k kk
ij
k
S S a
a



       ,   
19
2
i F
k k k
iF
k
S S a
a



       
                   
Рівняння (1.6) запишемо в такій формі 
0ij J iFX F                        (1.8)     
Зусилля в стрижнях ферм знаходимо із рівняння 
1 21 2
F
k k
k k
S S X X
S S
F F F F
           (1.9) 
Знайдемо зусилля 
F
kS
F
 в основній системі (рис.1.32 ) тільки від навантаження при   
iX =0  ( 1, 2)i  .Знайдемо спочатку реакції , взявши моменти  0, 0A BM M    
                                                                          
4 (BR a Fa  2-4-6)=0,     4 ( 2 6) 0AR a Fa      
2 , 2B AR F R F  ;      2H F  
Перевірка: Сума сил на вертикаль            F(1-3+2)=0  
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Рис.1.32 
Вирізаймо лівий верхній і правий нижній і знаходимо 3 0
FS F  4 0
FS F   
5 2 0
FS F  6 2 0
FS F   
Робимо переріз через стрижні 4-8, який проходить через три стрижні 4,7,8. Момент всіх 
сил  зліва від перерізу відносно моментної точки  буде  
8 2 0
FS a Fa   
Знаходимо суму сил на вертикаль зліва від перерізу 4-8           
7 / 2 0
FS F   
Робимо переріз через стрижні 10-12..Із умови  
0
лів
y   
11 / 2 0
FS F  . 
Знаходимо момент всіх сил  зліва від перерізу відносно точки d   
10 (1 1) 0
FS a Fa    
Знаходимо момент сил  зліва від перерізу відносно точки с    
12 2 0
FS a Fa   
Робимо  косий переріз 9-9 через три стрижні 8,9,10  і знаходимо суму сил на вертикаль 
зліва від перерізу 9-9 
  9 0
FS F  . 
Робимо переріз 14-6 справа ферми, Для стрижня 14 моментом буде точка n знаходимо   
14 ( 1 2) 0
FS a Fa    . 
в цьому перерізі  сили справа  
13 / 2 2 0
FS F   
В перерізі 18-16 для стрижня18 моментною буде точка m , а для 16 точка к 
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18 ( 1 4) 0
FS a Fa          16 ( 2 2) 0
FS a Fa    , 17 / 2 2 0
FS F   
Із перерізу 14-15-16 знаходимо                              15 2 0
FS F  . 
Робимо переріз через три стрижні 18,19,12 і знаходимо 
19 (1 1) 0
FS F    
Із перерізу 12-19-18 випливає                                19 ( 2 2) 0
FS F       
 
4
3
8 56
7
9
12
11 13
14
15
16
17
18
19
10
X =1
Ra R b
 3 /4  1/4
H=0
1
 
Рис.1.33 
. 
2
m
3
X=1
m
7
4
2
2
9
 
                                                                  
                                                                    Рис.1.34 
Результати обчислень приведені в таблиці 2.Визначимо 1kS  від 1 1X   
1
2 0S 
1
3 0S  , 4 0S  , 
5 1 / 4 0S  
1
6 0S  , 
1
7( / 2) 3 / 4 0S    
,   18( 3 / 4) 0S a  ,
1
9 3 / 4 0S   , 
1
10( 3 / 4)a 0S   , 
1
11( / 2) 1 / 4 0S   , 
1
12( 1 / 2) 0S a   
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Таблиця 2. Зусилля в стрижнях ферми (Рис.1.30) 
к F
kS
P
 
1
kS  
2
kS  11k
  k12  k22  1Fk  2Fk  kS
F
 
2 0 0 1 0 0 2  0 0 2.69 
 
 
3 -1 0 
-
2
1
 
0 0 
2
1
 
0  -2.91 
4 -1 0 
-
2
1
 
0 0 
2
1
 
0 0.705 -2.91 
5 -2 -1/4 0 0.063 0 0 1/2 0 -4.1 
6 -2 0 0 0 0 0 0 0 -2 
7 - 2  3 2
4

 
1 1.59 -3 / 2  2  3/ 2  -2 2.98 
8 2 3/4 
- 
2
1
 
0.56 3
4 2

 
2
1
 
1.5 -1.41 3.15 
9 1 3/4 
- 
2
1
 
0.063 3
4 2

 
2
1
 
0.75 -0.705 2.15 
10 -2 -3 / 4  0 0.56 0 0 1.5 0 -5.02 
11 - 2  2 / 4 0 0.18 0 0 0.707 0 0 
12 2 1/2 0 0.25 0 0 1 0 4.1 
13 2 2  2 / 4 0 0.18 0 0 1.41 0 -1.4 
14 -1 -1/4 0 0.063 0 0 0.25 0 0 
15 -2 1/4 0 0.063 0 0 -0.5 0 -1 
16 0 1/4 0 0.063 0 0 0 0 1 
17 2 2  2
4
 
0 0.18 0 0 1 0 4.23 
18 -3 -1/2 0 0.25 0 0 1.5 0 -5 
  19        0 -1/4       0 0.063 0       0 0 0 -1 
                                                      ij       4.37        -2.56        4.83           -10.7         -2.7 
1
13( / 2) 1 / 4 0S   ,
1
14( 1 / 4) 0S a  , ( 15 1 / 4 0S   )a, 16( 1 / 4) 0S a  , 
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1
17( / 2) 1 / 4 0S   18( 2 / 4) 0S a  , 19 1 / 4 0S    
Зусилля 
1 2
,k kS S  в стрижнях ферм   від сил )2,1(,1  iX i записано в таблиці 2 
Із рівняння (1.8)   знайдемо  
4.37X1-2.561X2=10.7 F 
-2.56X1+4.83X2 = 2.7  F       
Система має рішення                         1 24.03; 2.69
X X
F F
   
Зусилля в стрижнях статично невизначуваної ферми знайдемо із формули 
1 21 2
F
k k
k k
S S X X
S S
F F F F
    
Результати розрахунків по визначенню зусиль в стрижнях статично невизначуваної 
ферми (рис.1.30) приведені в таблиці 2. 
Приклад 1.13. Визначити зусилля в стрижнях статично невизначеної ферми(рис.1.35). 
Розв’язок. Ферма два рази статично невизначена (n=-2). Основна система (статично 
визначена ферма) з навантаженням представлена на (рис.1.36).  
Розрахуємо спочатку основну систему,навантажену   зовнішніми силами Fi .  Складемо 
 
A B
4F2F 5F
3F
F
F
6F
6F
5F
2F a
a
F
 
 
 
Рис.1.35 
рівняння рівноваги моментів відносно точок А, В. та знайдемо реакції. 
3 (2 20 6 6 3) 0FAR a Fa       
 
A B
4F2F 5F
3F
F
F
6F
6F
5F
2F a
a
F
X=11
X=12
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Рис.1.36 
3 ( 2 15 6 3 5) 0FBR a Fa        
A BR R F   
  Перевірка :        ( 5 3 3 3 4) 0Y P        
Складемо рівняння для визначення зусиль в стрижнях ферми (рис. 1.37) 
                         3 0,
FS F  4 0,
FS F  4 0,FS F  6 0,
FS F   
                         7 ( 6 5) 0,
FS a Fa    8 ( 5) 0,
2
FS
F    
A B
4F2F 5F
3F
F
F
6F
6F
5F
2F
a
a
F
3
4
7
8 9
R=Fa R=Fb
H=4F12
11 1
7
13
141810
15
19 6
516
 
                           
 Рис.1.37 
 
                          9 (5 2) 0
FS F   , 10 ( 1 5) 0,
FS a Fa             
                          11 ( 5 3) 0,
2
FS
F    12 ( 6 10 3) 0,
PS a Fa      
13 4 0,
2
FS
F     14 ( 3 4) 0,
FS a Fa    15 ( 4 1) 0
FS F     
 
A B
X=1
a
a
3
7
8 9
R=2/3a R1/3b
H=0
4 10 18 14
12 16 5
615
19 1311
17
 
                                                                                                                             
Рис.1. 38 
16 ( 4 4) 0,
FS a Fa    17 ( 3 4) 0,
2
FS
F     
18 ( 3 8 3) 0,
FS a Fa      
Значення зусиль( / FFkS ) приведено в таблиці 3 
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Розглянемо  подальший розрахунок статично невизначеної системи 
Визначаємо зусилля 1kS  (к=2,3..19) в основній системі (рис.1.38). від навантаження 
силою Х1=1 і записуємо в таблицю 1 
9 7
102
mm
2
2
19
 
Рис.1.39 
Визначаємо зусилля 2kS  (к=2,3..19) в основній системі (рис.1. 39). від навантаження 
силою Х2=1 і запишемо в таблицю 3. Запишемо канонічні рівняння методу сил методу 
сил  
19
2
0ijX iFj
j
F 

    
де      k
k
j
k
i
kij SS  

19
2
;
19
2
i F
iF k k k
k
S S 

   
k
k
a
a
    
У нашому випадку система рівнянь матиме вигляд 
 
 
 
 
Рішення даної системи :                   1 1
/ F 6.02, / F 2.59X X 
 
Зусилля в кожному стрижні знаходимо із умови 
 
1 21 2
F
k k
k k
S S X X
S S
F F F F
     
 
Значення зусиль в стрижнях статично невизначеної ферми приведені в таблиці 3 
 
Таблиця 3. Зусилля в стрижнях ферми (Рис.1.35). 
k  F
kS
F
 
1
kS  
2
kS  
B2 ξk BCξk C
2ξk BAξk CAξk kS
F
 
A B C       
2 0 0 1 0 0 2  0 0 2.59 
3 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
4 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
5 4 0 0 0 0 0 0 0 4 
6 -1 -1/3 0 1/9 0 0 1/3 0 3.01 
1 2
1 2
3.66 2.27 16.15
2.27 4.82 1.17
X X F
X X F
 
   
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7 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
8 5 2  0 0 0 0 0 0 0 5 2  
9 -3 0 -  0 0 1/2 0 3/ 2  -3.71 
10 6 0 -  0 0 1/2 0 -3 2  4.17 
11 2 2  -2  1 8 2   -4/3 2  -8  4 -0.266 
12 -1 2/3 -  4  -  1/2 -2/3 1/ 2  -0.164 
13 -4 2    0 2 2 /9 0 0 -8  0 -2.81 
14 7 -1/3 0   0 0 -7/3 0 4.99 
15 5 -1/3 0   0 0 -5/3 0 2.99 
16 0 1/3 0   0 0 0 0 2.01 
17 - 2    0 2 2   0 0 -2  0 1.42 
18 8 -2/3 0 4  0 0 -16/3 0 3.99 
19 3 2/3 -  4  -  1/2 2 -3/ 2  5.17 
ij     11  12  22  P1  2F   
 
11 =3.66, 12 =-2.27, 22 =4.82, 1F =16.15, 2F =-1.17 
 
1.5. Комбіновані системи 
Якщо окремі стрижні системи при навантаженні тільки розтягуються чи стискаються , а 
інші згинаються , то таку стрижневу систему називають комбінованою. 
Наприклад, в фермі (рис.1.40) стрижень 2 тільки стискається як елемент ферми, а  
1
F
2
 
Рис.1.40 
F FA B
1
2 3
4 5
a a
a
 
 
Рис.1.41. 
стрижень 1 розтягується і згинається, тому дана стрижнева система являється 
комбінованою. В стрижневій системі (рис.1.41) стрижень AB  згинається,                                   
а стрижні 1,2,3 являються елементами ферми. Дана система один  раз статично 
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невизначувана (n=2∙4-9). Виберемо основну систему: розріжемо стрижень 1 і 
прикладемо до розрізу розтягуючи сили  11 X  і знаходимо 
1 1 1 1 1
1 2 3 4 51; 2; ; 1S S S S S       
Від сил 11 X  в стрижні А-В 
виникає згинальний момент 
1
M ( рис.1.42). Від сил F епюра FM  в основній системі 
показана на (рис.1.43), а зусилля 0FkS  .Невідоме зусилля в стрижні 1 знаходимо із 
 
A B
X=1a R=1R=1a b
M1
a
 
                                                                Рис.1.42  
FA BF
F F Fa
F
 
Рис.1.43 
канонічного рівняння методу сил 
 
де   
5
1
3
0
31111
11 3
582,8a
kk
kkk
EI
a
EF
a
EI
dxMM
FE
lSS
    ; 
1 33
1
0
5
3
Fa
F
M M dx Fa
EI EI
    
Зусилля в стрижнях ферми   kS  і  епюру моментів M знайдемо із формул 
1
1
XSS kk  ;
1
1
FM M M X    
Розділ 2. Рами 
2.1. Метод переміщень. 
Невідомі методу переміщень. В даному методі за невідомі вибирають лінійні та 
кутові зміщення вузлів Кількість кутових невідомих дорівнює кількості жорстких 
11 1 1 0FX   
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вузлів. Кількість лінійних невідомих дорівнює  кількості в’язів, що закріплюють вузли 
(шарнірні чи жорсткі) від горизонтальних та вертикальних зміщень. Рама (рис.2.1) має 4 
жорстких вузлів і 
0 2
45
3
 
Рис.2.1 
відповідно 4 кутових невідомих, а також три лінійні із них два горизонтальні зміщення 
вузлів (1,0,2); (3-5-4)  та одне вертикальне вузлів (0,5).  
gl
1 2
ll
l
g
 
Рис. 2.2 
 Рама (рис.2.2) має дві невідомі: кут повороту вузла 1 1Z  і лінійне  горизонтальне 
зміщення  вузлів (1,2) 2Z . 
Основна система і канонічні рівняння  методу переміщень. Основна система для даної 
рами представлена на (рис.2.3). Жорсткий вузол  1 закріплений в’яззю від повороту і 
стрижнем 2 від лінійного зміщення. 2Z .    Вузол 1 повернемо по годинниковій стрілці 
на кут 1Z ,а стрижень 2 змістимо вправо на  величину 2Z . Невідомі  kZ  знайдемо із 
умови ,що реакції в накладених в’язях дорівнюють нулю. 
. 1 0ij iFr Z R  , ( )2,1i      (2.1)             
де 
1 2 3
1 2 3; ;
M M M M M M
d d d
EI EI EI
  

          реакція в i  в’язі від 
зміщення 1jZ , 1FR - реакція i в’язі від  сили F. Визначимо опорні реакції 
стандартних  елементів. На (рис. 2.4)  зображено стандартний навантажений елемент. В 
точках А, Б стрижень  може бути защемлений (З), 
  шарнірно-закріплений  (Ш) чи мати защемлено-рухому опору , яку будемо позначати  
буквою (К).  Реакції в опорах таких балок від навантаження можна знайти методом                                        
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16gl
1
2
l l
l/2
g
z 2
z1
 
Рис.2.3 
g
Ra R b
Ma Mb
F
M
u l
l
v ly a ya ba
 
Рис.2.4 
початкових параметрів чи методом сил Реакції в опорах таких балок від повороту та  
зміщення вузлів можна знайти по методу початкових параметрів. Сили та моменти в 
вузлах ,a b  від силового  та кінематичного навантаження приведені в таблиці 4 ,a b  В 
та,лиці величина /i EI l означає приведену жорсткість стрижня на згин ( E - модуль 
Юнга,  Ш- момент інерції перерізу стрижня.) 
Таблиця 4.Значення реакцій R та моментів M  в  вузлах елементу. 
 
 
Г
ра
н.
 
ум
ов
и 
 Н
ав
ан
та
ж
ен
ня
.. 
  
 
Опорні реакції Опорні моменти 
       aR          bR         aM           bM  
1 З-З q  
2
ql
 
2
ql
 
12
2ql
  
12
2ql
  
2 З-З F  2 (1 2 )Fv u  2 (1 2 )Fu v  2Fv ul  2Fu vl  
3 З-З M  
l
Muv6
  
l
Muv6
 
)13( uMv  )13( vMu  
4 З-З 11   
l
i6
  
l
i6
 
i4  i2  
5 З-З 12 y  
2
12
l
i
 
2
12
l
i
  
l
i6
  
l
i6
 
продовження таблиці 4 
6 З-Ш q  
8
5ql
 
8
3ql
 
8
2ql
  
0 
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7 З-Ш F  2(3 ) / 2Fv v  2 2(3 ) / 2Fu u  2(1 ) / 2Fvl v  0 
8 З-Ш M  
l
vM
2
3)1( 2
  
l
vM
2
3)1( 2
 
2
)31( 2vM 
 
 
9 З-Ш 11   
l
i3
  
l
i3
 
i3  0 
10 З-Ш 12 y  
2
3
l
i
 
2
3
l
i
  
l
i3
  
0 
11 З-К q  ql  0 
3
2ql
  
6
2ql
 
12 З-К F  F  0 2(2 ) / 2Ful v   2 / 2Fu l  
13 З-К M  0 0 Mv  Mu  
14 З-К 11   0 0 i  i  
Наприклад, розглянемо  варіант З-Ш про 11  , коли лівий защемлений край 
a повертається по годинниковій стрілці на 1 радіан. По методу початкових параметрів 
запишемо переміщення 
2 31
( ) ( )
2 6o o a a
x x
y x y x M R
EI
      
В даному випадку 1o   , 0oy   , /R M l  .Із умови (1) 0y   випливає  
3àM i , 3 /aR i l   
Статичний спосіб визначення коефіцієнтів канонічних рівнянь методу переміщень 
Для рами (рис.2.5) приведена основна система(рис.2.6)  На жорсткий кут  накладена 
кутова в’язь 1, вузол закріплений стрижнем  2 від горизонтального зміщення. Невідомі 
величини :кут повороту Z1 в’язі 1 та горизонтальне Z2 зміщення стрижня. Знаходимо 
суму сил  в основній системі  на горизонталь лівіше перерізу Сd. 
2 (16 8) 0FR ql    
На( рис.2.7) приведена  епюра моментів в основна системі .Із рівноваги   моментів в 
вузлі 1 знаходимо                              
021  qlR p  
На епюрі 1M  (рис.2.8) робимо переріз (с-d)  і складаємо рівняння рівноваги сил на 
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1l/2
l
c
16gl
16g
116gl z1
1
z2
2
 
Рис.2.5                                                           Рис.2.6 
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                           Рис.2.7                                                 Рис.2.8 
горизонталь                                                  0621  l
i
r    
Зрівноважуючи моменти  в вузлі 1 , знаходимо 0711  ir  
Епюра 2M  від 2Z =1 представлена на (рис.2.9).Із умови рівноваги моментів в вузлі 1 та 
горизонтальних сил знаходимо 
0/6 212  lir  
Із умови рівноваги  сил на горизонталь випливає 
0/15 222  lir  
 
r1 2
a )
2
c1 2
c
6 i/l
1 2 i/l2 1 2 i/l
M
2
r2 2r1 2
M
1.435
1.913
0.956 gl
2
1z1
 
                 Рис.2.9                                        Рис.2.10 
Нехай i
ql
lZX
3
11 ;    і система канонічних рівнянь  має вигляд 
 21 67 ZX  
8156 21  ZX  
3
1 11 / 23X ql EJ      ;   
4
1 50 / 69Z ql EJ  
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4.35
2.174.35
z
2
M
2ql
2
0.43 
 
5.39 2.17 
1.52 M 2ql
 
                                           Рис.2.11                                             Рис.2.13 
 
 
Побудуємо епюру  моментів рами.В основній системі  . епюра моментів від 
навантаження  2/FM ql представлена на (рис.2.7) . Одинична епюра 1 21 /M Z ql від 
кута повороту вузла1 по годинниковій стрілці приведена на (рис.2.10) та  епюра 
2 2
2 /M Z ql   від  лінійного зміщені  вузла 2 на (рис.2.11). Епюра згинальних моментів 
2/M ql знаходимо(рис.2.12).  по формулі 
 
1 2
1 2
2 2 2
F M Z M ZM M
ql ql ql

                       (2.2) 
Побудуємо епюру  поперечних сил рами. Епюру поперечних силQ  (рис.2.17) 
знаходимо по формулі 
1 2FQ Q Q Q
ql ql ql

                         (2.3) 
1
1 1( )d M ZQ
ds
 ,               
2
2 2( )d M ZQ
ds
  
де 
FQ - епюра  поперечних сил від навантаження в основній системі(рис.2.16), 
1
1 /Q Q ql
, 2
2 /Q Q ql - епюри приведені  відповідно на (рис.2.14),, (рис.2.15),. 
Епюри 1Q   
,
2Q знаходимо як тангенси ліній на епюрах рис.2.10, рис.2.11. Додатній знак 
тангенса відповідає  найменшому  куту повороту лінії епюри до бази по годинниковій 
стрілці. Визначемо  повздовжні сили рами N . 
2.87
Q1
8.
69
6
2.
17
4
Q 2
 
 
                                 Рис.2.14                                                Рис2.15 
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                      Рис.2.16                                                            Рис.2.17 
Із  епюри  поперечних силQ (рис.2.17)вирізаємо вузли  рами і прикладаємо по    
консолях сили, які відповідають величині і знакуQ . Із умови рівноваги сил на 
горизонталь і вертикаль знаходимо рівняння 
 
1 3.57 0N ql  ,  
2 2.17 0N ql  , 3 4.43 0N ql   
1 2.17N
2
ql
ql
2N
N
ql4.43
2.17ql
ql
N
3
2 ql
 
                                  Рис.2.17                                            Рис.2.18.  
Всі стрижні рами знаходяться в стиснутому стані 
 
Приклад 2.1. Побудувати епюри QM ,  для рами (рис.2.19) методом переміщень 
Дано:                I ivi i i   , 2II IIIi i i  , 
2
1 36 ,F 32 , 16II IIq q ql M ql   . 
Розв’язок. Рама має один жорсткий вузол, який повертається при деформації рами на 
16gl
32gl36g
2i
2i
i
i
16gl
32gl36g z1
 
                                            Рис . 2.19                              Рис .2.20 
 
кут 1Z . Основна система показана на (рис.2.20). На (рис.2.21)  показана епюра моментів 
FM  рами  в основній системі.  
 
M
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                                Рис .  2.21                                                   Рис .  2.22 
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Із рівноваги вузла 1 знаходимо 21 / 6 2 3 0FR ql     . 
Із одиничної епюри 1M  (рис2.21) , із рівноваги вузла 1 знаходимо 0)664(/11 ir . 
Із канонічного рівняння 11 1 1 0Fr Z R   знаходимо   
2
1 / 19 .Z ql i  
Епюру M  (рис2.23). знаходимо із рівняння 1 1
FM M M Z  .Епюра  FQ в основній 
3.9M
ql2
2.89
0.161.45
9.166.8
2.3
5.16
QF
ql
22
18 10
18
 
                             Рис .  2.23                                                     Рис .  2.24                                                          
 
системі приведена на( рис.2.24). Складова епюри  Q від  1 1Z   
1 1
1
( )
/
d M Z
Q ql
ds
  
представлена на (рис.2.26). Епюра Q (рис. 2.25)   знаходиться із рівняння 
1
1( ) /
FQ Q d M Z ds   
 
1Q
0.320.
16
0.
32
             
Q
21.680.
16
0.
32 10.32
17
.6
8
18
.3ql
 
                         Рис .  2.25                                                          Рис . 2.26 
 
1
1( ) /
FQ Q d M Z ds   
 
Із  епюри  поперечних силQ вирізаємо вузли  1(рис.2.27) рами і прикладаємо по    
консолях сили  /N ql N      , які відповідають величині і знаку Q .Із умови рівноваги 
сил на горизонталь і вертикаль знаходимо 
 
1 2 18.32 21.68 0N N ql ql      ;         3 4 0.32 0.16 0N N ql ql     
 
3N
21.7
0.32
N
2
N4
18.3
0.16
N/ql
16
.5
3
0.1
23
.4
0.06
 
 
                                      Рис .  2.27                                  Рис .  2.28 
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Для стрижнів круглого поперечного перерізу      1 2 1 2/ /F F J J  
Із рівняння совісності деформацій знаходимо 
1 2 1 2 2 1/ N l / iN i l   ;       3 4 3 4 4 3/ N l / iN i l    
 
В нашому випадку                               1 4 2i i i  , 3 2i i i  1 2 3 4l l l l l     
 
1 22N N   
Із рішення системи  рівнянь знаходимо  
 
1 23.44N ql , 2 16.56N ql  
3
0.06N ql  4 0.1N ql   
 
Епюра повздовжніх сил N приведена на (рис.2.28) 
 
Приклад 2.2. Побудувати епюру моментів рами (рис. 2.29) методом переміщень, якщо 
жорсткість всіх стрижнів /i EI l . 
Розв’язок. При симетричному навантажені  чотири жорсткі вузли рами повертаються на 
один кут 1Z . Основна система (рис. 2.30) представляє собою чотири  стрижні 
защемлені по краям (З-З). Епюра від навантаження  в основній системі (рис. 2.31) при 
защемлені всіх жорстких вузлів (З-З). 
 
F
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                             Рис.2.29                                                          Рис.2.30 
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                  Рис.2.31                                                         Рис.2.32 
Із рівноваги моментів в вузлі І випливає 1 / 1 / 8 0FR Fl   .Епюра від кінематичного 
навантаження  приведена На (рис. 2.32) приведена епюра при одночасному повороту 
всіх вузлів на кут 11 Z . Із рівноваги моментів в вузлі І  
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1/16 3/16
M/F l
 
Рис.2.33 
   
знаходимо ir 411  . Кут 1 32
Fl
Z
i


 знаходимо із канонічного рівняння   
11 1 1 0Fr Z R   
Ординати епюри  згинальних моментів M  рами (рис. 2.33) знаходимо із рівняння 
1 1
PM M M Z   
 
2.2. Метод скінчених елементів. 
Розділимо балку на частини, які будемо називати елементами (рис.2.34). 
Нехай вузли ji, окремого елемента жорстко (З-З) зв’язані з відрізаною балкою. В  таких 
вузлах як балка так і елемент мають одинакові зміщення iy і кути j повороту  при    
деформації. Якщо в точці i балка і елемент зв’язані шарніром (Ш), то однаковим буде 
тільки зміщення iy . Це зміщення і приймемо за одне невідоме  
gi j
F
M
l
xQ i Q j
x
y
 
Рис.2.34 
такого вузла. Якщо ж балка і  елемент в вузлі i зв’язані шарнірно-рухомою опорою, то 
однаковим  для балки і елемента буде кут повороту i , який і приймемо за невідоме 
зміщення цього вузла. В жорстких вузлах ji,  виникають сили і моменти, додатні 
значення яких показані на (рис.2.34)  
Додатні  ji QQ , направлені вниз, а додатні ji MM , направлені по годинниковій стрілці. 
В шарнірному та шарнірно-рухомому вузлі виникають відповідно тільки iQ  або 
iM .Для елемента з жорсткими вузлами вводимо вектори вузлових переміщень 
)(i
  та 
сил 
)(i
F                  
)(i
 =( ),, 43,21 zzzz    ;       
 ),,,( 4321
)(
FFFFF
i
            (2.4) 
Координати вектори 
)(i
 ,
)(i
F для різних типів елементів приведені в таблиці 5. 
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Для кожного елементу вводиться  локальна система координат з початком у точці i  В 
таблиці 5 позначено: З-З ( защемлена - защемлена або стандартний елемент); 
 Таблиця 5. Значення перемащень iZ та сил iF  в вузлах стандартних елементів.  
Граничні умови 
 
1 2 3 4Z Z Z Z    
 
4321 F,F,F,F  
 
З-З 
jjii yy  ,,,  jjii MQMQ ,,,  
Ш-З 
jji yy ,,  jji MQQ ,,  
З-Ш 
jii yy ,,  jii QMQ ,,  
К-З 
jji y  ,,  jji MQM ,,  
З-К 
jiiy  ,,  jii MMQ ,,  
 
                                       Ш-З   (шарнірна - защемлена) 
                                       З-Ш   (защемлена - шарнірна) 
                                       К-З    (ковзна - защемлена) 
                                       З-К    (защемлена -  ковзна) 
Переміщення в даній системі координат запишемо у вигляді полінома 
3
0
( ) kk
k
y x a x

   
 Невідомі ka  знаходимо із граничних умов на кінцях елементу  
для жорсткого вузла i : (0) iy y          (0) iy      (вузол „З”); 
для шарнірного вузла i : 
(0) iy y , (0) 0y    (вузол „ Ш ”); 
для ковзного  вузла i  : 
(0) iy   , (0) 0y   (вузол „ Р ”); 
Після визначення ka  формула для переміщення елементу(З-З) матиме вигляд 
4
1
( ) ( )i i
i
y x Ô x Z

                                   (2.5) 
                             2 31 1 3 2Ô õ     ,         322 2   lхФ  , l
х
                            
   323 23  хФ ,     324   lхФ .   
.   
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Для інших елементів знайдемо: 
 
3
1
( )k k
k
y õ x Z

                    (2.6) 
де ( )k x  і kZ  беруться з таблиці 6. Знаходимо  повну енергію системи при згині 
елементу                                                     E U A   
Таблиця 6. Значення функцій  ( )i  стандартних елементів 
Граничні 
умови 
1Z  2Z  3Z  1( )x  2 ( )x  3( )x  
З Ш  iу  i  jу   32322
1
    
3232
2
 
l
 
 323
2
1
   
ЗР   i  jу  j   221
2
 
l
 1  21
2

l
 
РЗ   iу  i  j  1  22
2
 
l
 2
2

l
 
ЗШ   iу  jу  j   332
2
1
   3
1
(3 )
2
    3
2
 
l
 
 
   
2
2
2
0
( )
2
l
EI d y
U dx
dx
  , 
1
3
1
1 0
( ) (x ) M ( )
l
k k
k
A F Z y x qdx F y y x

         
Із умови  0
i
E
Z



 знаходимо залежність 
1F K F 
 
                            (2.7) 
де K матриця жорсткості, 1F

 вектор навантаження. Коефіцієнти матриці жорсткості 
2 2
2 2
0
l
m n
mn
d d
k EI dx
dx dx
 
               (2.8) 
Координати вектора навантаження 
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0
( )
l
qm òF EI q x dx  ;   
        1( )Fm òF F x dx ;  
1( )Mm òF M x dx                                       
В таблиці 7 дано формули, що встановлюють залежність між векторами вузлових сил та 
переміщень (3).. 
Система алгебраїчних рівнянь МСЕ. В кожному вузлі по кількості невідомих 
лінійних чи кутових переміщень складаємо рівняння рівності внутрішніх і зовнішніх 
робіт.  
зовнішніх сил при можливих переміщеннях  в вузлах. Для жорсткого вузла 1 (рис.2.35) 
знаходимо рівняння    
1 1 1( ) 0
I IIQ Q F y    ,     
0)( )2()1(  iii MMM   
F
i1
Q
2i
iQ
iM
1
iM
2
 
Рис.2.35 
де ,i iy  - можливе переміщення і можливий кут повороту в вузлі i . 
)1()1( , ii MQ - поперечна сила та момент першого елементу в вузлі i .значення сил і 
моментів. В проміжних точках елементу значення поперечних сил та моментів 
знаходяться як в статично визначеній балці з відомими опорними реакціями та 
моментами. Епюра переміщень при відомих iiy ,  знаходиться по формулах (1) або (2) 
Після  рішення даної системи алгебраїчних рівнянь знаходимо вузлові  лінійні і кутові 
переміщення. Використаємо співвідношення з таблиці 6 знайдемо в вузлах  
Таблиця 7. Матриці жорсткості та вектори   навантажень стандартних елементів 
ЗЗ   
2
2 2
3
2 2
2
3
22 2
12 6 12 6
6 4 6 2 8 12 4
12 6 12 6 3
2 2 26 2 6 4
8 412
i i
i i
j j
j j
qlF M
l
l lQ y Fl ql M
M l l l lEI
Q yl l F ql Ml
lM l l l l
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ЗШ   3
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2
5 3 9
16 8 81 1
3 11 5 9
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16 8 8
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l
М l l МFl ql
    
                                                           


 
 
 
 
Приклад 2.3. Побудувати епюри ,M Q  та )(y  для розглянутої рами (рис2.36) 
методом скінчених елементів. 
 
Дано:                                iii ivI   , iii IIIII 2                         
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Рис.2.36 
  
 -38 -   
2
1 36 ,F 32 , 16II IIIq q ql M ql    
Розв’язок. Вводимо чотири елементи з початком координат для I  в точці 0 , для IVII ,  
в точці 1 і III  в точці 3     
 
16gl
32gl36g
2i
2i
i
i
2.
9q
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0.16gl
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Рис.2.37 
 
 
                                                      
Вектори переміщень кожного елементу 
                                                  
1
0
0
0
I

 
 
 
 
 
 

; 1
0
0
II 
 
   
 
 

; 
1
0
0III

 
   
 
 

 1
0
0
IV 
 
   
 
 

. 
 
У вузлі 1 складаємо рівняння:                 1 1 1 1 0
I II III IVМ М М М    . 
Введемо позначення                                       
4ql
EI
  , lХ 1 . 
Маючи на увазі, що I  і III  елементи беруться четвертим рядком, а II , IV  другим із 
таблиці. 7 знаходимо: 
      03266634  ХХХХ  . 
Звідки 
l

191

 . 
На границях елементів маємо: 
1
2
4
3
19
IМ
ql
   
 
; 1
2
6
6
19
IIМ
ql
   
 
; 
1
2
6
2
19
IIIМ
ql
   
 
; 1
2
3
19
IVМ
ql
 ; 
20
2
2
3
19
IМ
ql
ql
   
 
; 0
6
18
19
IQ
ql
   
 
; 
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2 6 10
19
IIQ
ql
    
 
; 3
6
18
19
IIIQ
ql
   
 
; 4
3
19
IVQ
ql
  . 
На (рис.2.37) в опорах (точки 0, 2, 3, 4) показані реакції і моменти. 
Визначимо максимальний момент на I -му елементі: 
  17,6842 36IQ х ql qx  ; 
  2 22,8947 17,6842 18IМ х ql qlx qx    ; 
 0,4912 0Q l  ; 
 max
2
0,4912
1,4488
IМ l
ql
 ; 
 
2
2 1,4474
I lМ
ql
 . 
Епюри  ,  М Q приведені  відповідно на (рис.2.23, рис.2.26). 
Скористаємося даними таблиці 4 , знайдемо переміщення елементів: 
   4 1Iу Ф   ;      2 1II IVу у        ШЗ  ; 
    13  IIIу   ЗШ  ; 
де    322 322  
l
;    33 2  
l
. 
На (рис.2.39) показана  безрозмірна епюра переміщень 2 410 /y y EJ ql   , де 
числові значення     відповідають аргументу 0,5.   
 
6.58
3.
29
3.29
3.
29
y F
F
I
II1
0
0
A
 
                                        Рис.2.39                                            Рис.2.40  
 
Приклад 2.4. Визначити ординати епюр моментів та поперечних сил рами (рис.2.40) 
методом скінчених елементів, якщо довжина стрижнів  l , а жорсткість  E J  
Розв’язок. Розглядаємо кожен стрижень рами як окремий елемент.  Із симетрії  
 
                              
 
0
0
I 


      ;    
0
0
II 



. 
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навантаження і геометричних характеристик рами приходимо до висновку, що 
невідомою величиною буде кут  повороту вузлів рами.. В вузлах 1 кути додатні , а в 
вузлах 0 від’ємні. Вводимо вектори переміщень для елементів III ,  
У вузлі 1 складаємо рівняння  
1 1 0
I IIM M  ,
32
Pl
EI
   
2 2
1 3
[2 ( ) 4 ]I
EJ
M l l
l
    ; 
2
2 2
1 3
[2 (4 ) 2 ( )]
8
II EJ FlM l l
l
      
      1 16
I FlM   ;    3 16
II FlM     
0
1 1
[4 ( ) 2 ]
32 32 16
I FlM Fl       ; 
1 1 3
[ ]
16 4 16
I
AM Fl Fl

    
1
1 1
[6 ( ) 6 ( )]
32 32 2 2
II F FQ F         
Епюри  Ì  показана  на (рис.2.33). 
Приклад 2.5. Побудувати епюри поперечних сил, згинальних моментів  та переміщень 
для нерозрізної балки (рис.2.41), розділивши її на два скінчені елементи жорсткістю 
l
EI
i  ., та зробити  перевірку побудови епюри моментів M методом переміщень.  
Розв’язок. Вектори невідомих переміщень:   

 1100  y
I

; 1 100
Ii y  

 
 
gl 24g
4gl
8g
l
gl 2
6gl
gl
2
l ll0 1 221gl
0.25
0 .5
0 .2
y
 
                              Рис.2.41                                   Рис.2.42 
У вузлі 1 маємо два рівняння;                                
 
M/ql2 6
3
1
1.5
2
7 3
Q/ql
211
21 24l
 
 
                             Рис.2.43                                                        Рис.2.44 
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2
1 1 0
I IIМ М ql   ;  1 1 4 0
I IIQ Q ql    
Користуючись таблицею 5, знаходимо: 
 
 
   1 12 6 4 12 6 12 4 0у z у z         ; 
   1 16 4 6 4 2 0у z y z          . 
де 
4ql
EI
  , 1z l . 
Система має рішення:                   1 2у z  
 . 
На границях елементів знаходимо: 
  4360 
ql
Q I
;   113
2
0 
ql
М I
; 
  12362 
ql
Q I
;   2132 
ql
М II
. 
Моменти і сили в опорах показано на (рис.2.41). 
Проектуючи сили на вертикаль, знаходимо:   02124481 ql , умова 
рівноваги виконується. В точці 1: 
  4361 
ql
Q I
;   12361 
ql
Q II
; 
                     123
2
1 
ql
М I
;   223
2
1 
ql
М II
. 
Знайдемо також     21 0,52I lÌ ql   
  qzqlzQ II 2421  ;   22 12216 qzqlzqlzМ II  . 
Де z  відраховуємо від правої опори другого елементу (рис.2.41). 
 
5,1
4
1
12
2
1
21622 



 
ql
lМ
; 
0
24
21





 lQ II ; 2max 19,324
21
qllМ II 




 . 
Епюри M , Q  показані на (рис.2.43, рис.2.44). 
Для кожного елементу: 
       
2
2 3243

  zФуФу I ; 
       3221 5512 

  zФуФу II . 
Епюра переміщень  зображена  на (рис.2.42) 
 
Перевірка . По методу переміщень в точці 1 накладаємо (рис.2.45 ) кутову і лінійну 
в’язь і додаємо невідомий кут повороту 1Z  і лінійне зміщення 2Z . Із умови рівноваги 
сил  на вісь Y  знаходимо: 
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 2 4 8 4 24 12 0рR ql       . 
Вирізаємо з епюри FÌ  (рис.2.46) в основній системі вузол 1 і знаходимо:  
 21 1 1 2 0FR ql     . 
Побудуємо епюри 
1
M   (рис. 2.47). Вирізаємо з даної епюри вузол 1 і  з умови рівноваги 
знаходимо                                             11 8 0r i  .  
Із рівноваги вузла 1 випливає  12 6 6 0r i   . 
На (рис. 2.48) представлена епюра 
2
M . Із рівноваги моментів вузла 2 випливає 
 12 6 6 0r i   . 
Проектуючи сили на вісь Y  знаходимо: 
  22 2 2
12 12
0
i i
r
l l
   . 
Система канонічних рівнянь має рішення:       
4
2 1 2
ql
Z Z l
EI
    
Епюра   моментів                                           1 1 2 2
FМ М М Z М Z    
На ( рис.2.49 , рис.2.50 )показані  останні дві складові епюри    2/М ql                                 
Вираховуємо ординати в окремих 
точках  20 / 1 1 3IM ql     ,  22 / 2 1 3IIM ql     
24g4g
l
8g
l
gl 2 12
gl
z1
4g
l
z2
12
2
M/gl
F
1 2
1 1
1
R
1F
2a)
b)
 
                                   Рис.2.45                                                  Рис.2.46 
 
2
Z=1
1
4i
r11
4ia)
b)
r21
M
4
i
2 4
6/l
6/l
1
2
r22
M
2
i
12i/l
66
12i/l
r12
z2=1
1
l
6
 
                                    
                                            Рис.2.47                                     Рис.2.48 
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M ql
2
1
1Z
1
2
2
1 2M ql3
33
0 2
Z2
2
 
                          Рис.2.49                                        Рис.2.50 
 
Розділ. 3.  Замкнуті кругові кільця. 
3.1. Симетричне кручення кругового кільця 
 
Кругле кільце (рис. 3.1)скручується погонними моментами m. Вважаємо, що при  
 крученні переріз (рис.3.2) повертається на кут  відносно осі z  , яка проходить через 
середину висоти кільця. На відстані z від нейтральної осі у знаходимо деформацію 
кільця               
2 ( )
2
R z z
R R
  



   ;            )
22
(
h
z
h
  
R
m
R z
 
                          Рис.3.1                                              Рис3.2 
 
. По закону Гука  запишемо                        
zE
E
R

                     
Напруження в перерізі можна звести до моменту. 
2
2
h
y
h
EI
M zbdz
R



            (3.1) 
Із останніх двох формул випливає          . / yM z J                               
Із умови рівноваги аксіальних векторів моментів на вісь х (рис.3.3)  знаходимо рівняння 
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M
m
d
M
R
 
Рис.3.3 
2
0
2 cos 2mRd M

   . 
Звідси  знаходимо                                          M mR  
Із (3.1) знаходимо 
                           
2mR
EJ
              (3.2) 
При 
2
h
z   знаходимо                    
zW
mR
max  ;     
6
2bh
Wz     
3.2. Згинання плоских кругових кілець. 
До замкнутого кругового кільця (рис. 3.4) складена система  зрівноважених    сил  і 
моментів 
m
y 
z 
F
j
L
j
L
 
                                                                 Рис.3.4 
 
1 1
cos sin 0
n m
i i j j
i j
F T 
 
   ,       
1 1
sin cos 0
n m
i i j j
i j
F T 
 
     , (3.3) 
 0
11
 

l
r
k
m
j
j MrT  
  
 -45 -   
Замкнуте кільце  являється три рази статично невизначуваною системою. Розрізаємо 
кільце (рис.3.5) і одержуємо основну систему. Прирівнюємо нулю переміщення по 
напрямку сил )3,2,1(; iX i і знаходимо канонічні рівняння методу сил 
 
m
F
Tj
L
j
L
XX 2
X3
 
. Рис.3.5 
01          02    ;   03     
1 2 3
1 2 3; ;
M M M M M M
d d d
EI EI EI
  

           
де  1 2 31; (1 cos ); sinM M r M r      , 
1
2 31 2 3
FM M M X X M X M             
 
1 1 1
sin( ) [1 cos( ]
n m l
F i i j j k
i j k
M F r T r m   
  
         
Зовнішні зусилля і моменти задовольняють умовам рівноваги 
Систему  канонічних рівнянь  методу сил можна записати в такій формі 
1 22 2 0FX X r M d      
2 cos 0FX r M d         3 sin 0FX M d    
При обчисленні інтегралів враховано, що 
22 ; sin cos 0; cos ; sin 2 0d d d d d                        
Із системи канонічних рівнянь знаходимо iX   
2 2 2
1 1 1
( ) ( ) ( )
n m l
i p j T K M
i j k
M F r T r M     
  
            (3.4)   
2 2 2
1 1 1
( ) ( ) ( )
n m l
k
i p j T M
i j k
M
N F T
r
     
  
              
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3 3 3
1 1 1
( ) ( ) ( )
n m l
k
i F j T M
i j k
m
Q F T
r
     
  
          
1
1 sin
)
2F
 
 


    ; 1
( cos sin )
( )
2T
   
 

 
 ; 
                   1
( 2sin )
( )
2M
 
 

 
   ; 2
sin
( )
2F
 
 

    ;      (3.5)     
                               2
cos sin
( )
2T
  
 

 
  ;      2
sin
( )M

 

  ;               
3
cos
( )
2F
 
 

    ; 3
sin cos
( )
2T
  
 


 ; 3
cos
( )M

 

  
Таблиця.8.Значення поправочних  функцій 1( )   
 
  
 
1
( )
F
 
 
 
1
( )
T
 
 
 
1 ( )M 
 
 
  
 
1
( )
F
   
 
1
( )
T
   
 
1 ( )M 
 
0 0,159 0 0     
15 0,17 -0,042     -0,124 195 0,019 -1,024 -0,459 
20 O,178 -0,058 -0,164 200 0,031 -1,023 -0,447 
25 0,188 -0,074 -0,204 205 -0.081 -1,018 -0,435 
30 0,201 -0,091 -0,243 210 -0,132 -1,009 -0,424 
45 0,266 -0,149 -0,350 225 -0,283 -0,954 -0,4 
50 0,247 -0,171 -0,383 230 -0,330 -0,928 -0,395 
55 0,284 -0,195 -0,413 235 -0,376 -0,897 -0,392 
60 0,303 -0,221 -0,442 240 -0,418 -0,862 -0,391 
65 0,323 -0,248 -0,469 245 -0,458 -0,824 -0,392 
70 0,342 -0,277 -0,493 250 -0,493 -0,782 -0,395 
75 0,361 -0,308 0,516 255 -0,525 -0,738 -0,401 
80 0,378 -0,340 -0,536 260 -0,552 -0,691 -0,409 
85 0,394 -0,374 -0,553 265 -0,574 -0,642 -0,419 
90 0,409 -0,409 -0,568 270 -0,591 -0,591 -0,432 
95 0,422 -0,445 -0,581 275 -0,602 -0,539 -0,447 
100 0,433 -0,483 -0,591 280 -0,607 -0,486 -0,464 
105 0,441 -0,511 -0,604 285 -0,606 -0,433 -0,484 
110 0,446 -0,562  -0,604 290 -0,598 --0,380 -0,506 
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115 0,449 -0,599 -0,608 295 -0,583 -329 -0,531 
120 0,448 -0,637 -0,609 300 -0,562 -0,279 -0,558 
125 0,443 -0,677 -0,608 305 -0,535 -0,231 -0,587 
130 0,436 -0,715 -0,605 310 -0,501 -0,186 -0,617 
135 0,424 -0,753 -0,601 315 -0,46 -0,144 -0,65 
140 0,409 -0,789 -0,593 320 -0,412 -0,106 -0,684 
145 0,390 -0,824 -0,585 325 -0,359 -0,072 -0,720 
150 0,367 -0,857 -0,576 330 -0,299 -0,043 -0,757 
155 0,341 -0,889 -0,565 335 -0,234 -0,02 -0,796 
160 0,311 -0,916 -0,553 340 --0,164 -0,002 -0,836 
165 0,278 -o,942 -0,541 345 -0,089 0,008 -0,876 
170 O,241 -0,965 -0,527 350 -0,01 0,013 -0,917 
175 0,202 -0,984 -0,514 355 0,073 0,001 -0,959 
180 0,159 -1,000 -0,500 360 0,159 0 -1,000 
 
 
Приклад.3.1. Побудуємо для замкнутого кільця (рис.3.6)    епюру М (рис.3.7)     
1 1
3
( ) r[ ( ) ( )]
2 2
Fr
(2 cos cos )
2
F FM F
 
    
   

    
 
 
Розв’язок. Із формул (3.4), (3.5)  знайдемо 
A
A
B
r
B M
/F
r
0.
13
9 0.
18
2
B
A
 
 
                                     . Рис.3.6                                              Рис.3.7 
; 
1 1
(0) r( )
2A
M F

  ;    Fr( )
2B
M


  
 
3.3. Диференціальне рівняння згинання круглого кільця. 
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Розглянемо зрівноважений  елемент кільця (рис.3.8). Проектуємо всі сили на осі х , у 
і знаходимо  
    1 0
dQ
N q r
d
                 (3.6) 
2 0
dN
Q q r
d
    ; /dM rd Q   
Розглянемо деформацію елемента при згині кільця. На (рис.3.9 ) показано схему 
деформування елементуcd . Після дотичного переміщення точкиc  на величину 
v радіус oc  повертається по годинниковій стрілці на 
 
d
+Nd
M
M+dM
Q
dQQ+
1 Nqq2N
 
Рис.3.8 
 
кут /v r      Подальше точка с по радіусу  зміститься в точки 2c  відповідно  точкаd  по 
радіусу  в точку 2d на величину w dw  дотична до cd  в точці c і відповідно радіус 
od повернеться на кут /d w rd .В цілому дотична повернеться на кут  
v dw
r rd


                  (3.7) 
Знайдемо (рис.3.10  )  лінійну деформацію середньої лінії дуги cd при переміщеннях її 
по дотичній на v і по радіусу на w   
1 1 2 2c d cd c d cd
cd cd
dv w
rd r


 
  
 
 
При згині середня лінія кільця не деформується                 
dv w
rd r
 =0                                     (3.8) 
Враховуючи (3.7) і (3.8),  знаходимо радіус згину кільця   із формули 
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2
2 2
1 1
( )
d d w
w
rd r d

  
            (3.9) 
Як і при згинанні балки згинальний моментM і кривина зв’язані співвідношенням                       
 
                                
EI
M


1
                                       (3..10 )       
Виключивши ,Q N  із (3.6), знаходимо 
 
 
d v
d
c
d1 c1
w
w+dw
d 2
c 2 d
v
d
d1
w
v+dvd2
c 2
1
r
 
                                    Рис.3.9                                                           Рис.3.10 
3
1
22 3 2
0
dqd M dM
q
dr d r d  
              (3..11) 
Із (3..9 ) ,(3..10)   і (3..11) випливає рівняння згину круглого кільця 
 
5 3
1
24 5 3
[ 2 ]
dqEI d w d w dw
q
d dr d d   
                 (3.12) 
3.4.Визначення переміщень при згині круглих кілець 
 
m
y 
z 
F
j
L
j
L
 
      Рис.3.11 
 
Розкладемо навантаження  iq в ряд Фур׳є. 
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1
1 1 1
cos ( )
2
n n
i i
i
i i k
F F
q k
r r
 
 

  
      
 
         2 1
1 11
cos ( )
m j
j
j k
T
q k
r
 


 
                   
Зовнішні сили і моменти  , ,i J kF T m (рис.3.11) задовольняють  рівнянням рівноваги 
кільця. Якщо в останніх рівняннях врахувати  (3.2), то коефіцієнти при 
1
k  дорівнюють 
нулю. Часткове рішення рівняння (3.12) матиме  вид 
 1 1 1
1 1
sin cos( )
m n
k k j k i
j i
w B C   
 
      
де 
3 3
1 2 21
1 1 1
;
( 1) ( 1)
J i
k k
T r F r
B C
EIk k ei k 
 
 
 
 
3 3
1 1
1 2 2 2 2
1 11 1 1
sin ( ) cos ( )
( 1) ( 1)
m njJ iI
k
j i
kT r kF r
w
ei eik k k
   
  
 
  
 
 
 
Загальне рішення   системи (3.12) матиме вигляд 
3
1 1
2 2
1 21 1 1
3
1 1
2 2
1 21 1
sin ( )
( ) cos sin
( 1)
cos ( )
( 1)
m
J
j k
n
i
i k
T r k
w B A
EI k k
F r k
EI k
 
  

 


 

 

    


  

 
де А, В- сталі, що знаходяться з умов закріплення точок кільця. Для незакріплених 
кілець  ці сталі дорівнюють нулю. 
Введемо позначення 
1 1
2 2 2 2
2 21 11 1 1 1
cos sin
( ) ; ( )
( 1) ( 1)k k
k k
S U
k k k k
 
 
 
 
  
 
 
Формулу  для нормального переміщення  точок кільця запишемо у вигляді 
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1
1
( ) cos sin ( )
( )
n
i
j
i
m
J
J
j
F
w B A S
EI
T
U
EI
    

 



    
 
          (3.13)Замінимо момент 
(рис.3.12) двома силами  /m r  (рис.3.13) і, розклавши кожну із них на радіальну та 
дотичну, одержимо еквівалентну m систему сил (рис. 3.14).  З  формули (3.13) при 
В=А=0  знайдемо 
 
3
1
1
3
1 1
1 1
( ) [ ( )
( )] ( )
k
m k
k k
k k
mr
w S
EI r
m m r
S U
r EI
  
 
    
 
  
   
 
де ( )mw  - складова радіального переміщення за рахунок моменту; 
 - кут ,що визначає положення m .При  0  одержимо 
           
m r
r
m/
rm/
r
r
m/
rm/
 
                    Рис.3.12                            Рис.3.13                                  Рис.3.14 
3
1
1 1
( ) [ ( ) ( )]
k
m k k
m r d
w S U
EI d
    
 
                  (3.14) 
 
Після перетворень знаходимо 
3
1
1
( ) ( )
k
m k
m r
w R
EI
  

  ; 
де 1
2
1 121
sin
( )
( 1)k
k
R
k k





 

, 
або інакше                            
3
( ) sin (1 cos )
4 2
R
 
  

    , (0 180 )    
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Числові значення функцій ( , ( )S U   приведено в таблиці 9  
  
Таблиця 9. Числові значення функцій ( , ( )S U   
 
  
 
( )S   
 
( )U   
 
  
 
( )S   
 
( )U   
0 0,13497 0    
5 0,13177 0,011165 95 -0,10232 -0,01408 
10 0,12288 0,02280 100 -0,09458 -0,02268 
15 0,10934 0,03300 105 -0,08437 -0,03050 
20 0,09214 0,04183 110 -0,07202 -0,03734 
25 0,07228 0,04903 115 -0,05791 -0,04263 
30 0,05069 0,05440 120 --0,04245 -0,04742 
35 0,02823 0,05782 125 -0,02607 -0,05043 
40 0,00571 0,05928 130 -0,00920 -0,05197 
45 -0,01614 0,05881 135 0,00769 -0,05203 
50 -0,03670 0,05650 140 0,02417 -0,05062 
55 -0,05539 0,05248 145 0,03984 -0,04781 
60 -0,07176 0,04693 150 0,05429 -0,04370 
65 -0,08545 0,04005 155 0,06717 -0,03839 
70 -0,09618 0,03210 160 0,07816 -0,3204 
75 -0,10377 0,02335 165 0,08700 -0,02482 
80 -0,10814 0,01406 170 0,09347 -0,01693 
85 -0,10930 0,00455 175 0,09741 -0,00858 
90 -0,10730 -0,00492 180 0,09873 0 
 
 
Приклад 3.2. Побудувати епюру моментів та  переміщень для круглого кільця 
(рис.3.15).      Розв’язок. Згинальний момент у точці А ( 120   ) 
1 1
1
Fr[ (60 ) (180 )
(300)} 0.1 r
A F F
F
M
F
 

   
 
 
. 
Аналогічно визначаємо момент в точці В 
1 1
1
r[ (0 ) (120 )
(240)} 0.189 r
B F F
F
M F
F
 

   
  
 
. 
Епюра згинальних моментів /M M Fr показана на (рис.3.16). Переміщення точки А 
знаходимо із рівняння 
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3 3Fr Fr
[2 (60 ) (180 ) 0.014Aw S SEI EI
     . 
 
Для точки В знаходимо 
3 3Fr Fr
[2 (0 ) 2 (180 ) 0.016Bw S SEI EI
      . 
Епюра переміщень 3/w wEI Fr  показана на (рис.3.17).  
 
F
F
r
A
B
 
 
Рис3.15. 
 
 
0.18
9
0.1 0.1
0.1
M 0.16w=
              
                              Рис.3.16                                                      Рис.3.17 
                
Приклад 3.3. Побудувати епюру моментів переміщень для круглого кільця (рис. 3.18). 
Розв’язок. Згинальний момент у точці А 
1 1r[ (0 ) (180 )} 0.3183 r.A F FM F F   
   
 
Аналогічно визначаємо момент в точці В 
  
1 1Pr[ (90 ) (300 )} 0.1534 rB F FM F    
  . 
 
 
r
A
B
F
F
 
Рис.3.18 
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r
M
F
0.3183
0.
15
34
0.074
0.
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8 W
 
 
Рис.3.19                                                       Рис.3.20 
 
Епюра згинальних моментів приведена на (рис. 3.19).  
Нормальне переміщення Aw  точки А знаходимо із рівняння 
3 3Fr Fr
[ (0 ) (180 ) 0.0744Aw S SEI EI
     . 
 
В точці В                                              
3 3Fr Fr
[2 (90 ) 0.068Bw SEI EI
     . 
 Безрозмірна епюра переміщень 3/w w EI Fr  показана на (рис. 3.20). 
   
Приклад 3.4. Побудувати епюру моментів  для кільця (рис.3.21)   
Розв’язок. Згинальний момент в точках А і В має такі значення 
1 1 1r[ (90 ) 2 (180 ) (270 )] 0A T M TM F       
   ; 
1 1 1r[ (45 ) 2 (135 ) (225 )] 0.0966 rB T M TM F F       
   . 
Аналогічно знаходимо 
0.1365 r,CM F   0.1963 rDM F , rEM F   
Епюра згинальних моментів /M M Fr  показана на (рис.3.22) 
 
Приклад 3.5. Побудувати епюру моментів для кільця (рис.3.23). Кільце притиснуте  до 
жорсткої опори власною вагою. 
Розв’язок. Візьмемо довільну точку А під кутом а і визначимо тут згинальний  
момент від навантаження qrdx  взятого під кутом  . Крім розподіленого навантаження 
від ваги при ( )  діє зосереджена сила                      2F qr . 
 
r
AB
C
2F r
F
F
E
M
0.
13
6
1
1
Fr
 
             Рис.3.21                                                                   Рис.3.22                                 
Елементарну вертикальну силу qrdx  розкладемо на дві складові: радіальну - 
 
cos( )qrdx x   і дотичну - )sin( xaqrdx   і знаходимо     
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2
1 1
0
2
1
0
Pr ( ) cos( ) ( )
sin( ) ( ).
A P P
T
M a qrdx a x r x
qrdx a x r x


  

     
 
 
Підставляємо значення функцій  )(1 xP , )(1 xT в останню формулу і знаходимо 
2 2
0
2
2
0
{[1 ( )sin( )]2 cos( )(1 sin )
2
sin( )( cos sin ) } ( sin 0.5cos 1).
A
qr
M a x x x dx
x x x x x dx qr a a


    

 
        
      
 
Епюра згинальних моментів показана на (рис 3.24). 
q
d
F q
r
M
1.5
0.
57 q
2
0.5
 
                                          Рис. 3.23                                                     Рис.3.24  
 
Приклад 3.6. Побудувати епюру моментів для кільця (рис.3.25 ).  Кільце  прикріплено 
до тонкої циліндричної оболонки, яка має товщину h.  
Розв’язок. Сила F, що прикладена до кільця (шпангоута) врівноважується дотичними 
погонними дотичними силами  
sin( )F a x
q
r

 . 
які виникають в оболонці від дотичних напружень qh  . 
 
                     
q d
F
r
M
0 .24
0.
1 q
2
0 .1
 
                     Рис. 3.25                                              Рис. 3.26 
 
Візьмемо довільну точку А під кутом х і визначимо тут згинальний від елементарного 
дотичного навантаження qrdx , взятого під кутом х до точки А,  та зосередженої 
радіальної сили F, взятої під кутом ( )  . 
Згинальний момент у точці  А має таке значення 
2
1 1
0
r ( ) ( )A P TM F qrdxr x

       . 
Підставляємо значення функцій  )(1 xP , )(1 xT  , q    в  останню формулу і знаходимо 
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2
0
[1 ( )sin
2
1
sin( )( cos sin ) .
A
Fr
M a
x x x x x dx

 



   
   
 
 Визначимо  останній інтеграл  
2 2
0 0
1 1 sin 2
sin( )( cos sin( ) [cos
2
x
J x x x x dx x
 
  
 
      - 
2
2 2
0
sin 2
sin sin ) sin ( cos cos ) ].
2
x
x x x dx x x x x dx

    
 
Інтегруючи по частинам та виражаючи  тригонометричних  функцій  через подвійні 
кути, знаходимо 
21 cos[cos ( 0.5 2 ) sin ] sin
2
J

       

        
Для згинального моменту  AM  знаходимо формулу 
cos
( ) (1 sin )
2 2A
Fr
M a

 

   . 
Епюра згинальних моментів AM  показана на (рис.3.26 ) 
 
Приклад 3.7. Визначити переміщення точки А (рис. 3.27) кільця , що опирається на дві 
опори. 
 Розв’язок. Із умови рівноваги  кільця випливає 
1 2
3
F
R R  . 
Початок відліку кута х візьмемо від нижньої точки В. Для нормальних переміщень 
точок кільця запишемо формулу 
3
1 2
Fr
( ) cos sin [ ( 180 )
1 1
( 30 ) ( 330 ).
3 3
w x C x C x S x
EI
S x S x

    
    

 
 
 
Сталі величини С1, С2 знайдемо  із умови ,що переміщення на опорах дорівнюють нулю. 
Із умови симетрії стала С2=0. Друге рівняння має вигляд 
3
1
Fr
(30 ) cos30 [ (150 )
1 1
(0 ) (60 ) 0.
3 3
w C S
EI
S S

  
  
  
 
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                              Рис.3.27                                                 Рис. 3.28 
 
Звідси знаходимо                                     
3
1
Fr
0.105C
EI
 . 
Для визначення переміщення точки А маємо рівняння 
 
 
3
3 3
Fr
0.105 cos180
Fr 2 Fr
[ (0 ) (150 )] 0.303 .
3
Aw EI
S S
EI EI

 
 
  

 
 
 
Приклад 3.8. Визначити переміщення точки А (рис. 3.27) кільця , що опирається на три 
опори. 
Розв’язок. Із умови симетрії навантаження і опор кільця випливає 
1 3R R  
Із рівняння рівноваги кільця знаходимо               
1 2
3
2 0
2
R R F   . 
. Із умови симетрії стала С2=0. Приймаємо відлік кута від точки В. 
Додаткові рівняння знаходимо із умови рівності нулю  переміщення точок кільця на 
опорах 
3
1 1
2 3
(30 ) cos30 [F (150 ) (0 )
(30 ) (60 ) 0.
r
w C S R S
EI
R S R S

   
  
   
 
 
3
1 2 1(0 ) cos0 [ (180 ) (0 ) 2 (30 )] 0
r
w C PS R S R S
EI
          
Із даної системи трьох рівнянь знаходимо 
1 3 0.386R R F    , 2 0.332R F  
 
3
1
Fr
0.1826C
EI
 .,
3Fr
(180 ) .0.392 .w
EI
   
Переміщення точки   А (рис. 3.28)            
3Fr
(180 ) .0.392 .w
EI
   
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Розділ 4. Тонкостінні стрижні 
4.1.Обмежене кручення тонкостінного стрижня відкритого профілю. 
Тонкостінними називають стрижні, у яких виконуються співвідношення між  
характерними розмірами  (товщина),b (ширина), l (довжина)  
/ 0,1; / 0,1b b l    
Відомо, що при вільному крученні  прямокутного стрижня у якого  0,1
b

   найбільші 
дотичні напруження визначаються по формулі 
                                    max 2
3 kpM
b


                              (4.1) 
Напруження розподіляються лінійно відносно центра прямокутника і внутрішня сила 
( )( b  має досить мале плече / 3 .Така пластинка легко скручується, причому 
відносний кут закрутки θ визначається  формулою 
kp
kp
M
GI
   ,                           
3
3kp
b
I

                         ( 4;.2) 
K A
yM
ds
r
x
s
z
D
 
                                        Рис 4.1  
Розглянемо обмежене кручення стержня відкритого профілю (рис.4.1) , коли один край 
стрижня жорстко закріплений, а інший навантажений скрутним моментом М. 
Нехай xy, головні центральні осі перерізу. Зміщення любої точки Д буде u  по осі z і v 
по осі s. Вводимо  гіпотези: 
1) контур перерізу не деформується , а повертається як жорстке ціле відносно  центра 
кручення - точка А.      
2) деформація зсуву на середній поверхні стрижня дорівнює нулю. 
Із першої гіпотези знаходимо  
( )s
s E
 

  =0 , де z   
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Звідси випливає    s    .  Із умови  
( 0s
E


 


   знаходимо 
1 1
u
E E
z 
 

 

           
де 1 2(1 )
E
E



 
Із другої гіпотези знаходимо   
z
v
s
u
xz 




 =0. 
З даного рівняння випливає 
ds
z
v
u  

                     (4.3) 
Зважаючи, що контур повертається на кут   відносно точки А, тому  точка контуру Д 
зміщується  в точку К, а  - кут між лініям АД і АК. 
знаходимо : 
KD AD   ; cosv KD   . 
cosAD r  ,  v r . 
 Із (4.2)     знаходимо 
d
u rds
dz

                     (4.4) 
де rds d  подвоєна площа трикутника 1ADD , яку називають секторною, 
 - відносний кут закручування стрижня. Формулу для    матиме вид 
1 'E                   (4.5) 
При крученні двотавра (рис.4.2) кожна полка згинається окремо і виникають  
нормальні напруження. Аналогічно згинаються полки (рис.4.3).Величину F h b   
називають бімоментом. Даний бімомент в перерізі  врівноважується  внутрішнім 
(рис.4.4)                                                          
 ( )
2F F
b
B dF s dF         
 Враховуючи (4.5),знаходимо 
 IEB
'
1                     (4.6) 
де 
F
dFI 2 - секторний момент інерції перерізу. Із (4.5) і (4.6) знаходимо    
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F
F
F
F
F
F
h
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                            Рис.4.2                                                 Рис.4.3 
 
dAF
b/2s s
pdF
qd
z Arqtd
s
a) b)
 
                    Рис.4.4                                                 Рис.4.5                                                
 
формулу для визначення нормальних напружень 
                                               




I
B
                                                     (4.7) 
Дотичні напруження знайдемо, склавши рівняння рівноваги елементу (рис.4.5а). 
0
F
d dF qdz    
Позначимо                                                 q     
 Знаходимо дотичні  напруження                        
''
1 ( )E S s




              (4.8) 

s
dssS
0
)(   - секторна площа частини перерізу 
Знайдемо рівнодійний крутний момент дотичних напружень відносно точки А 
(рис.4.5b)   
2 2
1 1
2
2
11
1
( ) ( )
( )
( ) ] "
s s
s s
s
s
s
s
M ds r d
ds
E I
s
  

 
    
  
   
   

   

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Порівнюючи останній вираз з (4.8) , знаходимо 


 

I
sSM )(
                         (4.9) 
Порівнюючи  В і  M  ,знаходимо 
Mdz
dB
     
4.2. Геометричні характеристики тонкостінних стрижнів відкритого профілю. 
Оскільки на  вільному кінці стрижня (рис.4.1) діє тільки крутний момент , то 
повздовжні сили і моменти yx MM ,  дорівнюють нулю.  
 
F
dF 0 ;   
F
dFx 0    ;          
F
ydF 0       : 
Із   останніх формул , враховуючи (!3) одержимо  формули 
 
F
dF 0    ;      
F
xdF 0     ;     
F
ydF 0     (4.10) 
Визначимо як змінюється секторна площа при зміні полюса. На (рис.4.6)  
вибрані два полюси В і А, відносно яких обчислюються секторна площі ,B Ad d     
відрізка ds . 
sin cos
B A
A A A A
d d dh ds
x ds y ds x dy y dx
 
 
   
   
 
Звідси отримаємо формулу для обчисленні секторної площі при переході до нового 
полюса 
A B A Ax y y x                     (4.11) 
Будемо вважати осі yx, головними центральними осями 
0
F
ydF  ,  0
F
xdF   
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A
x
h   
 
y
ds
A
Bh  
Bb y
ax
dh
                                                          
Рис.4.6 
Полюс В довільний, а полюс А  центр кручення,  для якого виконуються останні два 
рівняння.  Підставляємо B  із (4.11) в  друге і третє рівняння (4.10) і знаходимо 
координати центру кручення, 
                     
2/x B
F F
a ydF y dF                    (4.12)     
  
2/y B
F F
b xdF x dF    
 
Нехай 1C  довільна  початкова точка (рис.4.7) підрахунку секторних площ,                                                  
0C - початкова точка  відліку площ ,  при якій виконується рівняння 
0CoA
F
dF                      (4.13) 
точка С змінна точка лінії перерізу.  Можна написати формулу зміни площ при зміні 
C 1
C 0
C
A
 
Рис.4.7 
 
точки відліку секторних площ при заданому полюсі А.  
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0 1C C
A A D       
тут введені такі позначення: Д-  подвійна площа трикутника 10CAC ,
0C
A  - (подвійна 
площа трикутника CAC0 ) при полюсі А і з початковою точкою  0C .Із (4.13) 
знаходимо 
1( ) /CA
F
D dF F   
Після побудови епюри 0
C
A знаходимо    
0
0
( )
S C
AS s ds    ;    
20( )cA
F
I ds     
 
4.3. Диференціальне рівняння обмеженого кручення і його рішення. 
Зовнішній крутний момент M врівноважується  внутрішніми kpM , M  
M = kpM + M  
 
де                                   kp krM GJ  ,                 1M E J     
Дане рівняння прийме вигляд 
2
1
"
M
k
E I
    ,        2
1
kpGI
k
E I
  
Знайдемо рішення даного рівняння 
( )
k
M
z Cchkz Dshkz
GI
     
де С,  Д-  сталі інтегрування, які знаходяться із граничних умов. На вільному краю 
'
1(0) (0)B E I  =0 , при защемленні ( ) 0l  .При наявності декількох ділянок 
(рис.4.8) 
0
1 2
1 2
( ) sin
( )
(1 ( ) [( ) ]
kp
kp kp
M
z Cchkz D kz
GI
M shk z am
chk z a z a
GI GI k
    

     
              (4.14) 
Після визначення )(z знаходимо бімомент '1B E I   та крутні моменти  
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krkp GJM  ;   JEM 1  
m
M
a 2
a 1
1
 
                                                               Рис.4.8  
 
Нормальні напруження знайдемо із формули 
B
I



   
Дотичні напруження 
''
1 ( )E S s




 ,
2max
3


b
M kp  
де 
F
dFI 2 - секторний момент інерції перерізу, 
s
dssS
0
)(   - секторна площа 
частини перерізу - секторна площа довільної точки профілю при полюсі з 
координатами 
2/A B
F F
x ydF y dF               ;    
2/B B
F F
x xdF x dF    
  І з початковою точкою відліку 0C , так що                 0
F
ds             
4.4. Напруження  тонкостінних стрижнів відкритого профілю в випадку складного 
опору 
Секторні напруження виникають не тільки при обмеженому крученні , а і  при 
обмеженому розтягу чи згині. .В загальному випадку навантаження осьові переміщення 
u можуть бути представлені формулою 
o y xu u x y         
де , ,y z   лінійні і секторні координати довільної точки контуру .Напруження                                 
[ ]o y x
d
E u x y
dz
           
Знаходимо внутрішні силові фактори: сили N , моменти  xM , yM та бімомент B  
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                                o
du
N EF dF
dz
   ,  
y
y y
d
M EJ dF x
dz

      
x
x x
d
M EJ dF y
dz

     ,     
d
B EJ dF
dz

          
Із даних рівнянь знаходимо /odu dz  , /xd dz , /yd dz , /d dz .  
Знаходимо                          
yx
x y
M xM yN B
F I I I


 
                           (4.15) 
2J dF    - головний секторний момент перерізу. Бімомент B має розмірність 
Нмм2   і являється само зрівноваженим силовим фактором і із умови рівноваги 
відрізаної частини не знаходиться. Для дотичних напружень  від поперечних сил Q  та 
крутного моменту M  визначаються по формулі             
                          
o oo
y z x y
k z y
Q S Q SM M S
I J J J
  



  
 
    
 
                     (4.16) 
де  ,o oy xS S - статичні моменти відрізаної частини перерізу відносно головних 
центральних осей , а oS - секторний статичний момент тієї  ж частини перерізу, 
.J  головний секторний момент перерізу стрижня. 
Приклад 4.1. Знайти  значення силових факторів     (рис 4.9), (рис 4.10), (рис 4.11). 
Розв’язок:            випадок (рис.4.9)                
4
1
4
4i ii
bh
B P P Pbh

    ; 
F
F
F F
bh
F F F
h hb b
 
Рис.4.9                         Рис.4.10                    Рис.4.11 
випадок (рис.4.10) xM Fh  , 2 4 2
bh bh
B F F  ; 
випадок   (рис.4.11)        N F  , 
2x
h
M F ,  
2y
b
M F  ,   
4
bh
B   
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Приклад 4.2. Визначити  довжину зони закручування двотавра 
Розв’язок: кут закручування                   1 2( )z C sh z C ch z     
Граничні умови       1) 
0
( )
z
d z
B Fbh EJ
dz


      2) ( ) 0l   
( ) [ ( ) ( ) ( )
Fbh
z th l ch z sh z
EJ
   

       
В випадку довгого стрижня ( 1th l   і ( ) z
Fbh
z e
EJ




  .З’ясуємо, коли кут     
закручування буде складати  5% від початкового,тобто 0.05ze   ,знаходимо 
3
3
k
EJ
z
GJ


  ,     
3 23 (1 )
2 2
b h
z
b h





 
Приклад 4.3. Стінка швелера (рис.4.12) розтягується силою 31.5 10F   Н. Розміри 
стрижня по середнім лініям контура: 60h  мм, 30b  мм,  1  мм. Знайти найбільші   
напруження . 
Розв’язок  Побудуємо епюру  секторної площі  1  відносно довільної точки 1A   
 (рис 4.13)  та епюру z для контура перерізу (рис 4.14 ). 
Перемножимо графічно дані епюри і знайдемо секторний статичний момент 
1`y
S  
2 2
11
/ 4yS zdS b h      
 
b
h
F
F
h/
2
A 1
b
bh
/2
A 1
 
                       Рис.4.12                                                          Рис.4.13                                          
h /2
A
A
y
z
z
h /2 3 . 4
5.
6
5.
6
3 . 4
a y
yc
o b h
 
                                         Рис.4.14                                        Рис.4.15                                          
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Знаходимо  також звичайні геометричні характеристики  плоского перерізу швелера 
Площа перерізу (2 )A b h    =1.2 см2 .Відстань (рис 4.14) від середньої лінії стінки 
до центра ваги перерізу(точка  о)     
/ 2 ( / 2) /cy S F b b F  =0.75см 
Моменти інерції відносно головних центральних осей 
3 2/ 12 2 ( / 4)yJ bh b h   =7.2см
4 , 
 3 2 2[ / 12 ( ) ]z c cJ b b b y hy      =1.125см
4 
Відстань від середньої лінії стінки до центру згину (рис.4.15  ) 
1
/y y ya S J 1.125см 
Епюра  відносно центру згину А показана на (рис. 4.15). 
Знаходимо секторний момент інерції J  цієї епюри 
2 2 2 3
12 6
b h s h b
J
b h

 

=7.1см6 
та значення характерних точок  :  
1 / 2ya h   =-3.4см
2,  2 ( ) / 2yb a h   =5.6см
2 
Знайдемо найбільші напруження на краю розтягнутої полки 
max
y z
y z
M z M yF B
A J J J

      
де 44.5 10
2y
h
M F     Н мм,  4( ) 3.38 10z cM F b y     Н мм,  
5
2 8.4 10B F      Н мм
2 
Підставляємо координати точки 2 перерізу 2 / 2z h , 2 ( )cy b y   і знаходимо 
6
25
4
4
4
4
2
3
max
101.7
106.5104.8
10125.1
5.221038.3
102.7
30105.4
102.1
105.1











  
6607.678.185.12max  =165 МПа 
Зауважимо, що допоміжні секторні навантаження складають від основних 
67100
990
660
 %,   а від повних 40100
1650
660
 % 
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  Рис.4.16                                               Рис.4.17                                           
На (рис  4.16  ) побудована епюра напружень по звичайній формулі позацентрового 
розтягу,  а на (рис 4.17)з врахуванням згинно крутного моменту. 
Приклад 4. Консольний защемлений тонкостінний стрижень (рис.4.18) таврого перерізу   
навантажений  моментом,  що лежить в головній площині zx.. Дано:  h=200мм,   
b=100мм, 1  мм,  l=1м, М=60 Н м. Визначити нормальні і дотичні напруження 
Розв’язок  Знаходимо геометричні характеристики перерізу:площа перерізу 
(2 )A b h     4 см.  Відстань від центра ваги перерізу до осі. вертикальної стінки 
[2 / 2]cy bc b F  =2.5 см, головні центральні моменти інерції  
3 2/ 12 2 / 4yJ bh bsh  =266.7см
4, 
3 2 2[ / 12 ( ) ]z c cJ sb bs b y shy    =41.7см
4 
Епюра секторної площі B відносно довільної точки В( рис.4.19). На ( рис.4.20). 
представлена епюра z, Перемножимо ці епюри і знайдемо 2 2 / 4y BS sb h   
 
         
x
y M
h/
2
B
b
bh
/2
B
z
b
hl
                                                     
          Рис.4.18                                     Рис.4.19  
h /2
A
A
y
z
z
h /2 3 7 . 5
62
.5
62
.5
3 7 . 5
a y a y
 
      Рис.4.20                            Рис.4.21 
 
2/ ( 3 ) / (6 )y y yBa S J b b h    =3.75 см 
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Епюра секторальної площі  відносно точки А представлена на( рис.4.21) 
Знаходимо секторальний момент інерції J  відносно центра згину A . 
hb
bhshb
J



6
32
12
22
 =2920 см
6, 0133.03/)2( 3  sbhJ k см
4 
5.62max42   мм
2,  4/)( 2max hsabS y  19.6см
4 
Знаходимо параметр                5.0)/(  EJGJ k =0.00132см
-1, l =0.132 
Відстань між площиною дії моменту та центром згину  
c ye y a  =6.25 см 
Визначимо силові фактори : бімомент B  та моменти M кM  
1 2( )B x C ch x C sh x    
Із  граничних умов  (0)B  0, ( ) o oB l M e B  , ( ) ( ) /M x dB x dx   
( ) o
M
B x ch x
ch l


 , ( ) o
M
M x sh x
ch l




   
Найбільші   зусилля виникають на кінці стрижня , де 
max( ) oB l B M e  =0.625 10
8 Н мм, 
max
oM M e th l      =1.08 10
3 Н мм, max maxkM M   
Найбільші  нормальні напруження на кінці стрижня 
max
max
2o
y
h
M B
J J


 
  =38.8+132.4=171.5 МПа 
Найбільші  дотичні напруження на кінці стрижня від згинно крутного моменту  M  
M S
J s
 






=0.07МПа 
Найбільші  дотичні напруження на кінці стрижня від згинно крутного моменту kM  
   
a
a
a
a
A
B A
x
 
Рис.4.22 
k
k
k
M s
J


 =8.1 МПа      
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Приклад 4.4. Знайти центр кручення та визначити геометричні  секторальні 
характеристики тонкостінного стрижня  товщиною  (рис.4.22) відкритого профілю: 
max,Ax w , wJ .  
Відповідь:  0.4Ax a ; 
21.1 ;Aw a  
40.855wJ a   
 
         4.5. Нормальні напруження при поперечному згині тонкостінних стрижнів із 
різнорідних матеріалів.. 
Нехай поперечний переріз складається із зосереджених площ iF  з модулями 
пружності iE (рис. 4.23). Нормальні напруження  при згині стрижня  визначаються по 
M
x
y
A it
 
                                                                 Рис.4.23 
відомій формулі опору матеріалів 
x
x
x I
yM
    
При визначені головного моменту xI інерції тонкостінного стрижня доцільно інтеграл 
брати не по площі перерізу , а як інтеграли по контуру середньої лінії 
2 2
x F
S
I y dS y ds    
Це еквівалентно тому ,що нехтується момент інерції відносно середньої лінії.  
Розглянемо  збираний стрижень , який складено із iA  зосереджених площ    з модулями 
пружності iE .Напруження в i му шарі будуть 
x
i
xi
yE

   де y - радіус кривини нейтральної осі х стрижня при згині. Приведемо 
стрижень до одного матеріалу з умовною лінійною діаграмою x для всього перерізу. 
Знайдемо осьові зусилля в збираному стрижні 
0i i ir
i iy
E
A A y

     
де ,ir i iA A
i
I
E
E
  - редукційний коефіцієнт , irA - редукційна площа i го 
шару. Нейтральна вісь збираного стрижня знаходиться від осі х на відстані    
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ir i
i
c
xr
i
A y
y
A



                             (4.17) 
Визначимо момент в збираному стрижні 
2
2i i i
x ir i
i iy y
E A y E
M A y
 
      
Звідси знаходимо                                         
xr
x
y EI
M


1
 , 
де     2xr ir i
i
I A y  - редукційний момент інерції збираного стрижня 
В формулах (4.13),(4.14) виключаємо y і знаходимо 
 
x
x
xr
M y
I
                 (4.18) 
xi i x                  ( 4.19)     
                                                        
 
4.6. Дотичні напруження при поперечному згині та вільному крученні 
тонкостінного стрижня. 
Виріжмо із  верхньої частини тонкостінного стрижня (рис. 4.24)  елемент площею 
ds dz . Позначимо   q                                                                            
Із умови рівноваги  даного елементу  на вісь z  знаходимо 
0
yx q
z s
 
 
 
    (4.20) 
Після інтегрування  даного рівняння по s  маємо 
x
ds
dz
q
q+dq
p
p+dp
s
 
Рис.4.24 
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(0)
( )
(0) (0)
x
y
F
y xx
x xF
q ds q
z
Q S sM y
ds q q
z I I

   


  

                                        
де          
s
x dsysS )( ,а constq )0(  при 0s ; z
M
Q xy 

 - поперечна сила. 
При крученні  стрижня 0x  і із (4.20) випливає       0

s
q y
. 
В випадку (рис. 4.25) замкнутого контуру дотичні напруження   сталі і рівномірно 
розподілені по контуру так, що yq  

k
y
M
q              (4.21) 
(  подвійна площа перерізу стрижня) 
M ds
r qq
q q
 
Рис.4.25 
В випадку відкритого профілю дотичні напруження розподіляються лінійно відносно    
його центра, причому                  
k
kp
I
M 
 max , де 
3
3
1
iik sI  . 
При згині стрижня відкритого профілю 0)0( q і маємо 
                                      
x
xy
y
I
sSQ
q
)(0                                       (4.22) 
Нехай y xQ I . Постільки осі y x  головні центральні то 
0
F
y ds  , 0
F
yx ds   
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Рис.4.26                              Рис.4.27 
 
Знайдемо (рис.4.26) проекції погонних сил yq0  на  головні центральні осі координат 
yx, . 
y
F F
S
F Fx
y
x
y
x QdsydsyyI
Q
dsydy
I
Q
dySY       ][)(
0
2  
0
( ) [ ] 0
Sy y
x
x xF F F F
Q Q
X S dx dx y ds x y ds yx ds
I I
                
Із умови еквівалентності моментів погонних yq0 та зосереджених сил yQ  
відносно довільної точки С (рис.4.27) знаходимо 
  
F
Dyxc xQdsrSM  
де Dx - відстань від довільної точки С до лінії дії рівнодійної yQ . 
Звідси знаходимо координати центру згину відкритого профілю    
                  
F
x
x
D rSI
x
1
;    
F
y
y
D rSI
y
1
                                   (4.23) 
                                       
qQy y
 
                                                                                 Рис.4.28 
В випадку симетричного замкнутого контуру (рис. 4.28), коли yQ діє по осі симетрії  
епюра yq  будується як для відкритого профілю з розрізом по осі симетрії. 
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                            Рис.4.29                                                    Рис.4.30                                                      
Знайдемо погонні зусилля   q  в замкнутому контурі   (рис. 4.26) із формули 
0
1yq q q   
де 0yq  погонні зусилля   у відкритому контурі . (рис. 4.30). При побудові 
0
yq  
використовуємо формулу (  4.22.), проводячи розріз  замкнутого профілю. 
 В контурі (рис 4.29) ще виникають сталі погонні зусилля 1q  Епюра погонних зусиль 
1q показана на (рис. 4.31). Величину 1q  знаходимо із умови еквівалентності моментів  
внутрішніх і зовнішніх засиль відносно  довільної точки О (рис. 4.32) 
  rdsqqxQM yQyc )(
0
1  
де r-плече погонних сил )( 01 yqq  відносно точки О.Звідси при constq 1  знаходимо 
.  rdsq
xQ
q y
Qy 0
1
1

   
 
q1 qO
 
                                   Рис.4.31                                               Риc.4.32               
Якщо за точку приведення  візьмемо  центр згину відкритого профілю (точка D) , 
тоді матимемо                                    1
( )y Q DQ x x
q


              (4.24)                                                                                                                             
Якщо центр приведення взяти на лінії дії сили  yQ .то    
0
1
1
yq q rds
      
Епюра  погонного   зусилля   yq  в замкнутому контурі  показана на ( рис. 4.33)                                                                                                                         
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y
Mk
           
y
M k 1
 
                    Рис.4.33                                                          Рис.4.34                  
Визначимо погонній кут  закручування стрижня замкнутого профілю (рис.4.34). 
Прикладаємо одиничні крутні моменти (рис. 4.33) і використовуємо формулу Мора при 
зсуві 
                                      
1
1
0 0
1qq ds
qds
G G

  
                                   (4.25) 
де                     

1
1 q , 0 01
G
ds ds
G


 - приведена довжина відрізка      
 ds , 0 0,G  - відповідно модуль зсуву і товщина профілю при 0s .Якщо сила 
yQ проходить через точку К, яка являється центром згину, то Q Kx x  і  із формули 
(4.25) знаходимо 
 1 0qds   
q 01 yqq   = 
= 0
1y K
y
Q x
q rds
 
    +
( )y x
x
Q S s
I
 
Звідси знаходимо 
/ /
0 0
1( )
y k k
k y y
Q s s
x q s rds q ds
 
    =0 
 
Звідси знаходимо координати центру згину  тонкостінного стрижня закритого профілю 
1/
( )k D x
x k
x x S s ds
I s

   , 
                                                     1/
( )k D x
x k
y y S s ds
I s

                                        (4.26) 
.  
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4
 
.  
Рис.4.35     
Розглянемо наближений метод визначення q  та центру згину складного замкнутого 
профілю (рис.4.35).Вводимо допущення, що вертикальні стінки профілю (лонжерони) 
знаходяться в умовах зсуву, а горизонтальні(обшивка) в умовах кручення                                                        
Замкнутий контур) будемо розглядати як складений із двох швелерів та двох 
двотаврів. Із опору матеріалів відомо, що згинальний момент та поперечна сила 
пропорційні жорсткості балки xEI , тому запишемо 
xii kIQ   
Коефіцієнт k знаходиться із умови еквівалентності  iQ силі yQ  
  yxii QIkQ  
Звідси                                               


xi
y
I
Q
k , 
                    


xi
xi
yi I
I
QQ               (4.27)                                                 
Погонні зусилля  вздовж вертикальних стінок вважаємо сталими 
 
                                          

xii
yy
i
I
i Ih
IQ
h
Q
q                                           (4.28) 
Положення центру згину К багато контурної оболонки находимо як положення 
рівнодійної yQ сил iQ  
                                      
2 2 3 3 4 4
K
i
I a I a I a
x
I
 


                                     (4.29) 
Для одно лонжеронного крила (рис.4.36) центр згину знаходиться по формулі (4.29) 
)0(0  ik ax , тобто знаходиться на стінці лонжерона (середина   двотавра) 
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                                        Рис.4.36                                            Рис.4.37 
Поперечна сила yQ  створює в стінці відповідно до (4.29) погонні сили 
Q
q
h
  
 
   В криволінійний  частині профілю ( обшивка крила)    виникають погонні дотичні 
зусилля від чистого кручення відносно точки К. 
kr y
kr
M aQ
q



               
де a - відстань від сили yQ  до точки К ,   подвійна площа поперечного перерізу 
крила. Для трьох контурної оболонки, що відповідає дволонжеронному крилу (рис.4.37)   
поперечну силу розподіляють згідно    формули  
1
1
1 2
y
I
Q Q
I I


  ,  
2
2
1 2
y
I
Q Q
I I


                           
Моменти інерції лонжеронів знаходимо по наближених формулах  
21
1 12 ( )2
h
I F  ; 
22
2 22 ( )2
h
I F  
; 
де 2,1 FF площі перерізів лонжеронів. Із формул (4.28) знаходимо 
2
2 2
1
( 1,2)i ii y
i i
i
F h
Q Q i
F h

 

 
Погонні дотичні зусилля в стінках будуть 
  
 -78 -   
( 1,2)ii
i
Q
q i
h
   
Із формули (4.29) знаходимо положення центру згину 
2
1 2
K
I
x B
I I


,
2
2 2
2 2
1 1 2 2
K
F h
x B
F h F h


 
де B - відстань між стінками лонжеронів  
Знаходимо дотичні зусилля в обшивці від чистого кручення відносно точки К. 
( )kr y Q K
kr
M Q x x
q
 


 
  подвійна площа поперечного перерізу крила. 
Дотичні напруження в обшивці крила знаходимо із формули 
/krq h   
Приклад 4.5. Знайти (рис.4.38) наближеним методом дотичні напруження  в обшивці   
K sh
M
ab
 
Рис.4.38 
дволонжеронного крила при скручуванні моментом  kM =160 кН м. Розміри  
перерізу b=1м, а=0.5м,h=0.5 м , s=0.18, t=2.5 мм. Носок крила являється собою пів 
еліпс,середня частина-трапеція. Напруженнями в хвостовій частині і в стінках 
лонжерона знехтувати. 
Рішення: Подвійна площа перерізу    
0,5 0.12 (0.24 0.18) 1       =0.59м2   , 
8 6/ 1.6 10 / 0.59 10 2.5 108kM t МПа        
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Розділ 5.  Пластинки           
 
5.1. Симетричний згин круглих пластин 
Тіло обмежене двома площинами, відстань між якими значно менше двох інших розмірів 
називають пластинкою. По характеру напруженого стану пластинки розділяють[4] на 
жорсткі, гнучкі та абсолютно гнучкі. В жорстких пластинах середній шар вільний від 
напружень. В гнучких пластинках середня площина  розтягується. В абсолютно гнучких 
пластин (мембран) всі  шари тільки розтягуються. Пластинку вважають жорсткою, якщо її 
прогин не більше ніж  0,2 товщини. В мембран прогин в 5 разів більше ніж їх товщина. 
Теорія жорстких пластин  ґрунтується на гіпотезах  Кірхгофа [2]: 
1) при деформаціях пластинки шари не тиснуть один на інший; 
2)  кут між площиною пластинки і її нормаллю в процесі деформації не змінюється. 
z ( w )
 
                                                                             Рис. 5.1 
Деформації симетричного розтягання пружного тіла в полярній системі координат мають 
вигляд  
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Співвідношення між деформаціями  і переміщенням wматимуть вигляд 
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    -  кут нахилу (рис.5.1) дотичної або нормалі до осі симетрії пластинки. 
Скориставшись законом Гука , знайдемо 
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Визначимо  погонні моменти 
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Із формул( 5.1)  , ( 5.2)  знаходимо   
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                                              Рис. 5.2                                               Рис. 5.3        
Найбільші напруження знайдемо при 
2
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5.2. Диференційне рівняння симетричного згину круглих пластин  
Спочатку визначимо диференціальні залежності між силами та моментами при 
симетричному згині круглих пластин  поперечною погонною загрузкою q. Із умови 
рівноваги сил на вісь z  маємо 
 
0)(  drqrdQrdd  . 
Звідси знаходимо: 
 qrdr
r
Q
1
                                    (5.4) 
Замінимо моменти (рис.5.2) аксіальними векторами (рис.5.3) і складемо рівняння 
рівноваги аксіальних векторів на горизонталь  
0)
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Запишемо це   рівняння  симетричного згину круглих пластин через кут )(r  
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Рівняння запишемо в іншому  вигляді 
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d
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d
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Рішення цього рівняння можна подати в такій формі 
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C
rCr ][
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Якщо при pr r  до пластинки симетрично прикладається сила P  то для pr r    
                     
r
P
Q
2
                           
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Сталі інтегрування iC знаходимо із граничних умов: 
1)  для цільної пластинки    01 C  ; 
2) для защемленої по контуру радіуса R  пластинки  
0)( R ; 
3) для шарнірно закріпленої по контуру радіуса R пластинки (або вільний край) 
0
)()(

R
R
dr
Rd 


 
4) для пружного защемлення пластинки по контуру радіуса R пластинки  
R
R
D
EI
R
R
dr
Rd )()()( 


  
де EI - жорсткість на згин підкріплюючого кільця. 
Переміщення w знаходимо із формули 
  3)( Crw            (5.6) 
Сталу 3C  знаходимо із граничних умов. 
 
 
Приклад 5.1 Кругла пластинка радіуса 200мм згинається під дією рівномірного тиску 
q=2МПа (рис.5.4). Матеріал пластинки-сталь (Е=2.105 МПа, 3.0 ).По зовнішньому  
 
R
q
 
Рис. 5.4 
 
контуру пластинка защемлена. Визначити товщину пластинки (четверта теорія міцності) 
та максимальний прогин,якщо   =160МПа 
 
Розв’язок: Погонна перерізуючи сила (5.4) 
2/)( qrrQ   
Із граничних умов знаходимо: );)0((01  C 2С знаходимо із умови 0)( R  
Кут нахилу нормалі   (5.5)                    DrRrqr 16/)()( 23   
Погонні моменти  (5.2)                 16/)(3[)( 2222 RrRrqrM r    
16/)3([)( 2222 RrRrqrM t    
 
Знаходимо: 16/)1()0()0( 2qRMM tr   ; 
                    2222 8/)1(3)0()0()0()0()0( hqRttrrIY     
 
                     8/)(;8/)( 22 qRRMqRRM tr   
22222 4/)1(3)()()()()( tqRRRRRR ttrrIY    
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Умова міцності                         )(max RIY  
 
Звідси знаходимо                      /884.0 2qRt  =10мм 
Сталу інтегрування 3C знаходимо із умови 0)( Rw  
Нормальні переміщення пластинки (5.6) 
DrRqrw 64/)()( 24   
Найбільший прогин при 0r 3C  
 DqRrw 64/)( 4 1.35мм 
Приклад 5.2. Кругла  шарнірно закріплена пластинка радіуса R(рис.5.4) 
 навантажена рівномірним  тиском q . Знайти переміщення пластинки. 
Розв’язок:  Знаходимо кут повороту даної задачі (задача 1) 
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Приклад 5.3. Симетрична погонна загрузка,що діє на пластинку(рис.5.4) виражається 
формулою  )/();1()( 20 Rrqq   .Кругла цільна пластинка по контуру 
защемлена. Знайти значення моментів в центрі і на контурі пластинки і найбільший 
прогин. 
Відповідь:                    96/)1(5)0()0( 20RqMM tr  ;  
12/)1(;12/)1( 20
2
0 RqMRqM tr  ; DRqw 576/7)1(
4
0
max   
 
Приклад 4.Симетрична погонна загрузка,що діє на пластинку(рис.5.4) виражається 
формулою  )/();1()( 0 Rrqq   .Кругла цільна пластинка по контуру 
защемлена. Знайти значення моментів в центрі і на контурі пластинки і найбільший 
прогин. 
Відповідь:               720/)1(29)0()0( 20RqMM tr  ;       
120/7)1(;120/7)1( 20
2
0 RqMRqM tr  ; DRqw 4800/43)1(
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5.3. Метод початкових параметрів при симетричному згині пластин 
Нехай  до пластинки (рис.5.5 )  симетрично прикладені сила kP , момент lm , і розподілена 
по поверхні пластинки загрузка jq  відповідно на радіусах , ,k j lr r r   
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                                                                          Рис. 5.5                            
 
Радіус jr   визначає початок розподіленого навантаження jq ,яке повинне закінчуватись 
тільки на краю пластинки. Якщо jq не доходить до кінця пластинки, то вона 
продовжується до краю пластинки, але доповнюється на цій ділянці навантаженням 
)( jq .Нехай кут )(1 r - кут  нахилу дотичної на першій ділянці, а )(2 r - кут нахилу на 
другій ділянці. Між цими кутами має місце залежність: 
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де BA,  - нові сталі. На границі  ділянок пластинки (рис.5.5 ) при r=rk маємо такі рівняння 
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Підставляємо в дані рівняння значення  функцій )('),( rr qp   і знаходимо 
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В випадку навантаження тиском jq  знаходимо: 
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В випадку дії моменту lm lrr   маємо такі  умови 
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Постільки 0)( lm rQ ,   то      знаходимо 
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Кут нахилу нормалі на довільній ділянці можна записати в вигляді формули 
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Для цільної пластинки  ;02 C на першій ділянці при   
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Величину 
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M 0 -  називають початковим параметром.  
В безрозмірних аргументах  ( / 1, / 1, / 1k k j j m mr r r r r r        )знайдемо із 
(5.2), (5.6), (5.7),   формули  напружено деформованого стану (НДС )пластинки 
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Для  визначення  сталих iC  пластинки з отвором із (5.7)  матимемо такі рівняння  
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Для круглих пластин з отвором знайдемо формули НДС в такій формі 
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Значення функцій )( ij    приведені в таблицях 10, 11 
 
Таблиця 10. Значення функцій ( )k i  , ( )rk i     
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)( irq 
 
0 0,35 0,5 6,25 210   0,455 0,65  0,2063 
0,05 0,3316 0,4988 6,062 210  0,1988 0,4539 0,6509 0,3378 0,2032 
0,1 0,3565 0,4950 5,674 210  0,1439 0,4504 0,6335 0,2659 0,1963 
0,15 0,3646 0,4888 5,180 210  0,1121 0,4448 0,6579 0,2235 0,1868 
0,2 0,3760 0,4800 4,630 210  0,0899 0,4368 0,6640 0,1933 0,1754 
0,25 0,3906 0,4688 4,059 210  0,0730 0,4266 0,6719 0,1996 0,1626 
0,3 0,4085 0,4550 3,491 210  0,0596 0,4140 0,6815 0,1499 0,1489 
0,35 0,2296 0,4388 2,941 210  0,0486 0,3993 0,6929 0,1331 0,1345 
0,4 0,4540 0,4200 2,425 210  0,0395 0,3822 0,7060 0,1182 0,1197 
0,45 0,4816 0,3988 1,951 210  0,0318 0,3629 0,7209 0,1048 0,1049 
0,5 0,5125 0,3750 1,527 210  0,0253 0,3412 0,7375 0,0926 0,0902 
0,55 0,5466 0,3488 1,156 210  0,0198 0,3174 0,7559 0,0813 0,0759 
0,6 0,5840 0,3200 8,42 310  0,0152 0,2912 0,7760 0,0707 0,0622 
0,65 0,6246 0,2883 5,84 310  0,0113 0,2628 0,7979 0,0608 0,0493 
0,7 0,6685 0,2550 3,80 310  0,0081 0,2320 0,8215 0,0511 0,0375 
075 0,7156 0,2188 2,27 310  0,0055 0,1991 0,8469 0,0420 0,0269 
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0,8 0,7660 0,1800 1,19 310  0,0034 0,1638 0,8740 0,0311 0,0177 
0,85 0,8196 0,1388 5,20 410  0,0019 0,1263 0,9029 0,0245 0,0103 
0,9 0,8765 0,0950 1,58 410  0,0008 0,0864 0,9335 0,0162 0,0472 
0,95 0,9366 0,0488 2,03 510  0,0002 0,0444 0,9659 0,008 0,0012 
1 1,0 0 0 0 0 1,0 0 0 
 
Таблиця 11. Значення функцій ( )tk k   ( )wk k   
 
r
ri
i 
 
 
( it  
 
 
)( itm 
 
 
)( itp 
 
 
)( itq 
 
 
)( iw  
 
 
)( iwm   
 
)( iwp   
 
)( iwq   
0 0,455 0,65  0,1188 0,175 0,25  16 310  
0,05 0,4561 0,6491 0,2822 0,1166 0,1796 0,2456 0,0798 15 310  
0,1 0,4596 0,6465 0,2107 0,1105 0,1883 0,2360 0,0532 13 310  
0,15 0,4652 0,6421 0,1691 0,1032 0,1989 0,2230 0,0383 12 310  
0,2 0,4732 0,6360 0,1398 0,0948 0,2099 0,2078 0,0284 98 410  
0,25 0,4834 0,6281 0,1173 0,0857 0,2204 0,1911 0,0213 81
410  
0,3 0,496 0,6185 0,0992 0,0764 0,2298 0,1733 0,0160 65 410  
0,35 0,5107 0,6071 0,0842 0,0671 0,2372 0,1551 0,0120 51 410  
0,4 0,5278 0,594 0,0714 0,058 0,2423 0,1367 0,0089 38 410  
0,45 0,5471 0,5791 0,0604 0,0492 0,2447 0,1185 0,0065 28 410  
0,5 0,5688 0,5625 0,0508 0,0409 0,2440 0,1009 0,0046 20 410  
0,55 0,5926 0,5441 0,0424 0,0333 0,2397 0,0840 0,0032 14 410  
0,6 0,6188 0,524 0,035 0,0263 0,2316 0,0681 0,0022 88 510  
0,65 0,6472 0,5021 0,0285 0,0201 0,2195 0,0534 0,0014 53 510  
0,7 0,678 0,4785 0,0227 0,0147 0,2029 0,0401 85 510  29 510  
0,75 0,7109 0,4531 0,0176 0,0101 0,1818 0,0285 48 510  15 510  
0,8 0,7462 0,426 0,0131 0,0064 0,1559 0,0185 24 510  61 610  
0,85 0,7837 0,3971 0,0091 0,0036 0,1249 0,0108 97 610  20 610  
0,9 
 
0,8236 0,3665 0,056 0,0016 0,0888 0,0049 28 610  4 610  
0,95 0,8656 03341 0,0026 0,0004 0,0472 0,0012 34 710  0,3 610  
1,0 0,91 0,3 0 0 0 0 0 0 
 
Приклад 5.4. Визначити моменти  та максимальний прогин защемленої пластинки 
(рис.5.4)  методом початкових параметрів. 
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Розв’язок:  Визначимо початковий параметр для цільної пластинки DM /0 із граничної 
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Приклад 2.   Визначити моменти  та максимальний прогин  при згині. рівномірним тиском  
цільної круглої шарнірно закріпленої  пластинки методом початкових параметрів  
Розв’язок:  Визначимо початковий параметр для цільної пластинки DM /0 із граничної 
умови         0)0()(
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Приклад 5.5. Побудувати епюри )/(),/(),/( 422 qRwDqRMqRM tr круглої кільцевої 
пластинки (рис.5.6) при симетричному згині, якщо 22 ,6 qaMqaP  . 
Розв’язок: Проектуємо всі сили на вісь симетрії і заходимо 24 qaR  .Визначимо 
початкові параметри. На внутрішньому контурі 11r a  радіальний момент  
дорівнює нулю                                          0)( 11 D
M r   
Аналогічну умову маємо на зовнішньому контурі при arr 5.232   
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Звідси  знаходимо  другий початковий параметр 
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Рис. 5.6 
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Визначаємо моменти  )/();/( DMDM tr на границях ділянок 
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На опорі при arr 222   переміщення дорівнює нулю ( 022 w ) 
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Граничне навантаження 
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 
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Приклад 5.6. Методом початкових параметрів знайти найбільші напруження в  
підкріпленій  стрижнями довжиною 
i
l і площею IF  защемленої пластині (рис.5.7) 
реактора. Стрижні  розміщені симетрично відносно осі пластинки по радіусах   1 2,r r  
.Дано: 1.7R  м, 1 0.45r  м, 2r =0.8м, t =1.5 10
-2м, q =4,2МПа , , 701 F см
2, 28.02 l м, 
442 F см
2, 22.02 l м, Е=2.2 10
5 н/мм2 
Визначити найбільші напруження  та  реакції ,що виникають на радіусах 1 2,r r   
 
R
q
1
2
R
 
                                                                      Рис. 5.7 
Відповідь: max( ) 700R   МПа, 1R =29kH, 2R =-2030кH. 
5.4. Симетричний згин круглих пластин східчасто-змінної товщини 
 
Нехай кругла симетрично навантажена пластинка має i  ділянок. Розглянемо ділянку i    
 (рис.5.8) і введемо позначення для початкового 1ir і кінцевого радіуса   2ir .                            
В подальшому 
Mri1 i1
P
qiri2
i1
hi
 
                                                             Рис 5.8 
другий індекс 1 визначатиме початок,  а індекс 2 кінець ділянки. Ділянка має товщину ih , 
а її циліндрична  жорсткість  буде iD . На початку ділянки прикладена сила 1iP і момент 
1riM .Під 1iP  треба розуміти суму сил від центра пластинки до початку першої ділянки. 
Ділянка завантажена розподіленим тиском iq .Визначимо 2
1
2 )(,)( i
r
i D
M
r

 на кінці ділянки 
через навантаження і величини 1
1
1 )(,)( i
r
i D
M
r

.на початку цієї ділянки по формулам методу 
початкових параметрів (1) 
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- вектори напружено деформованого стану кінця і 
початку ділянки. Формули (31) запишемо в такому вигляді 
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де iR вектор навантаження, iL матриця переходу через ділянку. Постільки на початку 
пластинки відома тільки одна із двох величин 11 11
1
( ) ,( )r
M
r D

,а інша визначається із 
граничних умов на іншому краї, то використовують метод двох розрахунків. Перший 
розрахунок проводиться по формулі  
2 1i iiX L X                     (5.11) 
Другий розрахунок ведуть по формулі 
iiii RXLX  12         (5.12) 
Вектор напружено деформованого стану знаходимо по формулі 
XXCX              (5.13) 
де стала С знаходиться із граничних  умов на кінці пластинки. На початку пластинки 
граничні умови задовольняються і враховуються в векторі 11X : 
 а)  для защемленого краю  кут на початку першої ділянки дорівнює нулю,тому 
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б) для шарнірного або вільного краю  радіальний момент дорівнює нулю     
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де xEI - згинальна жорсткість підкріплюючого кільця, а R - радіус кільця. 
Початковий вектор другого розрахунку       
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11X  за винятком двох випадків: 
а) по внутрішньому контуру пластинка підкріплена кільцем жорсткості, до якого 
прикладемо m  
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б) по внутрішньому контуру пластинки прикладемо погонний момент m. В цьому випадку  
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При защемленому краї на i-й ділянці кут повороту дорівнює нулю , тому маємо 
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Для шарнірного і вільного краю  радіальний момент  дорівнює нулю 
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 При наявності кругового кільця при кінці пластинки при 2ir r  маємо пружну 
опору,тому загальний момент rM ( 2ir ) пропорційний куту  ( 2ir ) 
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                                                                   Рис.5.9 
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Ці співвідношення можна записати в такій формі 
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де RL - матриця переходу через ребро. 
1 0
1R
k
L EI
R
 
   
 
 
 
Епюру tM  знайдемо скориставшись формулами (5.2 )  
 
 21
1 1
( ) ( ) ( ) (1 )t rik ik ik
i
M M D
D D D r

                            
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Невідома величину 11w знаходимо прирівнюючи нулю переміщення на опорі. 
 
ЗАЛАЧІ 
 
Приклад 5.7. Визначити граничне навантаження та максимальне переміщення пластинки 
(рис.5.10)  якщо 1 10t  мм, 6.122 t мм, 1001 r мм, 2002 r мм, 
  160 н/мм2  
Розв’язок: Визначимо відносні координати ділянок 
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5.5. Циліндричний і чистий згин пласти 
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z
z E

  , знаходимо 
),(),,( yxwzyxw   
Із другої гіпотези    одержимо 0;0  yzxz   ,або 
y
w
zv
x
w
zu





 ;  
Підставляємо  vu,  із цих співвідношень в формули лінійних і кутових деформацій і 
знаходимо  
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
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6) 
По закону Гука  для плоского напруженого стану напишемо 
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y
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Звідси  випливає 
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Визначимо  погонні згинальні ,x yM M  та крутні моменти yxM  

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yx
w
DM yx



2
)1(   
де 
)1(12 2
3


Eh
D - циліндрична жорсткість пластинки на згинання. 
 
Із (5.17), (5.18 ) знаходимо    
;
12
3h
zM x
x   ;
12
3h
zM y
y    
12
3h
zM yx
yx   
Звідси  при  
2
h
z    одержимо 
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2
6
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M
h
      max
2
6
;yy
M
h
      max
2
6
;yxyx
M
h
    
    
Нехай пластинка згинається розподіленими по її границям   сталими моментами ,x yM M  
(рис.5.12) при yxM =0. Із формул (5.18) знаходимо 
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2 12)(
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x
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Із цих співвідношень випливає 
2
3
2
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2
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x
w x y M M
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Сталі інтегрування iC визначаються із умов: 0
)00(
;0
)0,0(
;0)0,0( 






y
w
x
w
w  
Для визначення переміщень при даній системі координат одержимо формулу 
 
                  
2 2
3
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( , ) [( ) ( ) ]
2 2x y y x
x y
w x y M M M M
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                  (5.19) 
Нормальні напруження визначаються по формулам                       
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2
6
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M
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Якщо провести переріз під кутом α до осі х (рис.5.13)  , то для визначення моментів по цій 
грані матимемо співвідношення 
y
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x
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M
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x
Mnt
 
Рис.5.13 
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Напруження на цій грані можна визначити із формул 
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2
6
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M
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Нехай  поверхня пластинки при згині переходить в циліндричну поверхню з твірними 
паралельними осі y . Радіуси кривин поверхні будуть визначатись формулами 
2
2 3 3
( )12 ( )121 1
;
x y y x
x y
M M M Mw
x Eh Eh
 
 
 
   

 
Для твірних паралельних осі y радіус y   ,тому 0y xM M   і диференціальне 
рівняння матиме вигляд 
                                 
2
2
( )xM xd w
Ddx
        
Напруження  по гранях з нормалями yx, будуть  
 
2
( )x
x
M x z
h
   , xy    
Після  визначення функції )(xM x  та побудови її графіка (епюри) знаходимо 
max
xM  при   
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2
h
z   максимальні напруження пластинки 
max
max
2
6
;xx
M
h
           max maxy y
  (5.20) 
Рішення рівняння (5.20) можна представити в формі метода початкових параметрів. 
Приклад 5.9. Вільна прямокутна пластинка завтовшки t  =5мм згинається розподіленими 
погонними моментами  500 /xM Hм м , 0yM   (рис.5.14)  Знайти найбільші нормальні 
та дотичні напруження  та прогин, якщо матеріал –сталь 25 /102 ммHE  , 3.0 , 
a =200мм, b =300мм. 
 
MxMx
y
z ( w )
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Рис.5.14 
 
Розв’язок                             max
2
6
120xx
М
МПа
t
  , 
, 
мм
Et
aM
w x 2.1
2
3
3
2
max  . 
 
Приклад 5.10. Прямокутна пластинка завтовшки t = 6мм згинається погонними 
моментами 0yM  , мHмM x /500  (рис.5.14)  ).Дотичні напруження в довільному 
перерізі не повинні бути більшими , ніж 60 МПа. Визначити товщину пластинки. 
Відповідь:          t 5мм 
Приклад 3...Вільна прямокутна пластинка(Рис.176) завтовшки t = 4мм згинається 
розподіленими погонними моментами  300 /xM Hм м , 100 /yM Hм м , a =200мм,    
b =300мм).Знайти найбільші нормальні та дотичні напруження , найбільший прогин та 
провірити її міцність по енергетичній теорії при допустимих напруженнях 
[ ] 120МПа . 
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max max
max 37.5
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Умова міцності по енергетичній теорії виконується 
2 2 2
. 1 2 2 3 3 1
1
( ) ( ) ( ) 99 120
2
IY
екв МПа МПа               
Приклад 5.11. Прямокутна пластинка (рис.5.15)  розміром 200х300мм завтовшки t = 5мм 
шарнірно закріплена вздовж коротких сторін і навантажена тиском 
 q=0.0444 МПа Матеріал пластинки-сталь (Е=2.105 МПа, 3.0 ). Знайти найбільші 
напруження і прогин пластинки. 
ly
q
 
                                                                         Рис. 5.15 
 
Розв’язок:    Згинальний момент в напрямку осі х  
2
( )
2 2
P
x
qx qx
M x    
Знаходимо найбільший згинальний момент max 2(l/ 2) / 8
x
M ql  
Найбільші нормальні напруження 
max
max
2
6 x
x
M
h
  =120МПа;  
max max
y x
  =36МПа 
Максимальний прогин  знайдемо по методу Мора при 2/lx    
4/2
max
/ 2
0
( ) ( ) 522
386
P
l x
l
x
M x ql
w dx
D D
 
  =2мм 
 
Приклад 5.12. Прямокутна пластинка (рис.5.16)  розміром 200х300мм завтовшки t = 5мм 
шарнірно закріплена вздовж коротких сторін і навантажена рівномірним тиском по 
середній лінії p=7 Н/м паралельно коротким сторонам. Матеріал пластинки-сталь (Е=2.105 
МПа,  0.3  ).Знайти найбільші напруження і прогин пластинки. 
Розв’язок    Згинальний момент в напрямку осі х (0 / 2x l  ) 
( ) / 2P
x
M x px  
Найбільші нормальні напруження 
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max 26 / 4
x
pl t  =126МПа;             max max
y x
  =38МПа 
Максимальний прогин буде при 2/lx    
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22
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P
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l
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D D

  =1.7мм 
ly
 
Рис. 5.16 
Приклад 5.13.  Наскільки потрібно збільшити погонне навантаження q  в попередній 
задачі,  щоб прогин збільшився на 0.2 мм. 
 
Розв’язок:Максимальне переміщення лінійно залежить від q  
max
/ 2lw =кq ,             
max
/2lw =к q . 
 Звідси випливає                   max/2 /2( ) /l lq q w w   =0.8235н/мм 
 
5.6. Диференційне рівняння поперечного згину прямокутних  пластин 
 
При згині прямокутної пластинки   внутрішні згинні xM  , yM  та крутні моменти  xyM , 
yxM виражаються через переміщення   формулами( 5.12) 
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w
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w
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

2
)1(   
Розглянемо вирізаний із пластини елемент (рис.5.17)  під дією зовнішнього тиску q  та 
внутрішніх моментів та поперечних погонних сил. Складемо рівняння рівноваги   
погонних зовнішніх сил q   та внутрішніх  розподілених по лініям сил xQ yQ  на вісь z  
 ( ) ( ) , 0yx
QQ
dx dy dy dx q x y dxdy
x y

  
 
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Візьмемо суму моментів відносно лінії  ab  
 [ , ] 0yxx x
MM
Q x y dxdy
x y

  
 
 
Аналогічно записується рівняння відносно лінії cb  
Диференціальні залежності можна записати в такому вигляді: 
 , 0y xy y
M M
Q x y
y x
 
  
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                                 , 0yx
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                         (5.21) 
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                                                                    Рис.5.17 
Враховуємо формули (5.12) і знаходимо 
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Із залежності  (5.21) випливає диференціальне   рівняння згину пластин 
                         
4 4 4
4 2 2 4
( , )
2
w w w q x y
Dx x y y
  
  
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                                             (5.22) 
Граничні умови: 
а) защемлення  при 0x :
(0, )
(0, ) 0; 0
w y
w y
x

 

                          
б) шарнірна опора при  0y  : 
2
2
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( ,0) 0; 0
w x
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y

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
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Рис.5.18                                         Рис.5.19 
На вільному краї (рис.5.18)  поперечна погонна сила  xQ   та  крутний момент  xyM     
приводяться    до еквівалентної системи сил  (рис.5.19)  приведена поперечна сила 
Кірхгофа   
xy
x x
M
R Q
y

 

      (5.23) 
та  двох сил xyM  по краях сторін. Дійсно погонні крутні моменти 
,
xy
xy xy
M
M M dy
y



 представимо парами сил ,які знаходяться на відстані dy  .В точці 
А одержимо зосереджену силу 
xyM
dy
y


. Поділивши цю силу на довжину інтервалу dy  
,знайдемо еквівалентну систему в вигляді погонних сил 
xyM
y


 та двох зосереджених 
сил xyM . Враховуємо (5.12)  і знайдемо із (5.23)   на вільному краї х=а приведену силу 
 
dM dy
Q xx
y xy
a
xyM
Mxy
 
Рис.5.20 
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На вільному краї  х=а  граничні умови матимуть вигляд 
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5.7. Методи інтегрування  рівняння згину прямокутних пластин 
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                                               Рис. 5.21                                  Рис.5.22 
Метод подвійних тригонометричних рядів (метод Нав’є) 
Нехай пластинка шарнірно закріплена по контуру (рис.5.21)  і навантажена розподіленим 
навантаженням ),( yxq .Приймемо рішення рівняння (15.5) в вигляді подвійного 
тригонометричного ряду: 
                                 
b
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a
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ayxw
n m
nm

sinsin),(       (5.25)                         
Кожен член даного ряду задовольняє умові шарнірного закріплення   
Функцію ),( yxq  представимо подвійним рядом 
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  Із (5.22) , (5.25) 
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Формула для переміщень (5.25) прийме вигляд 
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[( ) ( )]
nm
n m
n x m y
q
a bw x y
n mD
a b
 

 

 
.Метод одиничних тригонометричних рядів (метод Леві) 
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Нехай пластинка (рис.5.22)  при 
2
b
y   защемлена, а при axx  ,0  закріплена 
шарнірно.  Рішення (5.25) приймемо в вигляді ряду 
a
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yYyxw
n
n

sin)(),(            (5.27) 
Для кожного члену даного ряду виконуються  граничні умови шарнірного закріплення по 
координаті х. функцію ),( yxq   розкладемо в ряд 
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Підставляємо ( , ), ( , )w x y q x y  в (5.22) і знаходимо  рівняння 
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     (5.28) 
Рішення цього рівняння приймемо в вигляд ( ) ( ) ( )n n nY y Y y Y y
   
Рішення однорідного рівняння приймемо в вигляді  ( ) knY y Ce  
Характеристичне рівняння для показника k  буде 
02 4224  nnkk   
Знаходимо корні цього рівняння  nn kk   4,32,1 ;  
Загальне   рішення  рівняння (20.5) (при 0)( yqn ) матиме вигляд 
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )n n n n nY y C ch y C ych y C sh y C ysh y        
Нехай constqyxq  0),( ,а граничні умови симетричні (защемлення) по координаті у. 
Переміщення  пластинки теж симетричне по даній вісі, тому 
1 4( ) ( )n n nY y C ch y C ysh y    
При даному навантаженні часткове рішення   буде       
0
4
2
( )n
n
q
Y y
n D 
  
Рішення рівняння (15.5) можна записати в такому вигляді 
0
1 24
2
( , ) [ ]sinn n
n n
q n x
w x y C ch y C ysh y
an D

 
 
     
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Сталі )2,1( iCi знайдемо із двох рівнянь :     ( , / 2) 0w x b  , ( , / 2) 0w x b
y



 
Наближений метод Рітца 
Повна енергія при згині пластинки складається із внутрішньої потенціальної енергії U та 
роботи зовнішніх сил А 
AUE   
Потенціальна енергія визначається як робота внутрішніх сил при згині пластинки 
1
( 2 )
2 x x y y yx yxV
U dV         
Використаємо  (5.16) і(5.17)  знаходимо із останнього співвідношення 
2 2 2 2 22 2 2 2 2
2 2 2 2 2
0 0
2
[( ) 2 ( ) 2(1 )( ) ]
2(1 )
h
a b
h
E w w w w w
U z dz dxdy
x yx x y y
 


    
      
     
  
Вираз для потенційної  енергії можна записати в  і в такому вигляді 
2 2 2 2 2
2 2
2 2 2 2
0 0
( ) 2(1 )[ ( ) ]
2
a bD w w w w w
U dxdy
x yx y x y

     
             
                 (5.28) 
 
При навантаженні ),( yxq  робота складе величину 
                   
a b
dxdyyxwyxqA
0 0
),(),(                                (5.29) 
 
Рішення приймемо у вигляді ряду   ( , ) ( , )n n
n
w x y a x y  ,де функції ( , )n x y  
задовольняють граничним умовам. Коефіцієнти na  визначаються із системи рівнянь 
0,( 1,2...)
n
E
n
a

 

 
 
Приклад 5.14. Провірити умову рівноваги сил на нормаль до поверхні пластинки 
(рис.5.23)  , якщо  нормальний тиск  на поверхню пластинки змінюється по формулі 
0( , ) sin sin
x y
q x y q
a b
 
  
 
Розв’язок Знаходимо рівновагу сил на нормаль 
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0 0 0 0
( , ) 2 (0, ) 2 ( ,0) 4 0
фa b b
x yq x y dx dy R у dy R x dx T          
де приведена  погонна поперечна сила (5.24) , що діє по лінії х=0 має вигляд 
2 2
2 2
(0, ) [ (2 ) ] (0, )xR у D w yx x y
  
  
  
  
де )1(12/ 23  EtD , t - товщина пластинки, E модуль Юнга,   - коефіцієнт Пуассона 
, ),( yxw - нормальне переміщення точок пластинки. Поперечна  погонна сила  , що діє по 
лінії у=0 має вигляд 
 
2 2
2 2
( ,0) [ (2 ) ] ( ,0)yR x D w xy y x

  
  
  
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Рис. 5.23 
В кожному вузлі пластинки діє зосереджена сила  
 
2 (0,0)
2 (0,0) 2yx
w
T M D
x y

 
  
 
Рівняння згину пластинки (5.22) має рішення   
 
0
4 2
2 2
sin sin
( , )
1 1
( )
x y
q
a bw x y
D
a b
 

 

 
 
Визначимо інтеграли 
0
2
sin ;
a x a
dx
a



0
2
sin ;
b y b
dy
a


  
Знаходимо                                    
0
2)2 2 2
2 (1 )
(1 / 1 /
q
T
ab a b


 


; 
0 0
2 4 2 2 2
0
2 2(1 )1 1
(0, ) ( )
b
x
q ab q
R y dy
a a b ab

 

    
 
0 0
2 4 2 2 2
0
2 2(1 )1 1
( ,0) ( )
a
y
q ab q
R x dx
b a b ab

 

   ; 
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0
2
0
4
( ,
b q ab
q x ydy

  
Умова рівноваги  сил на вісь z  виконується,  дійсно 
 
0
2 (0, )
b
xR y dy +2
0
( ,0)
a
yR x dx =
0
( ,
b
q x ydy +4T  
 
 
Приклад 5.15. Довжина сторони квадратної  пластинки(рис.5.24)  дорівнює а. Пластинка 
жорстко закріплена по всім сторонам і навантажена тиском q. Визначити  найбільше 
переміщення  наближеним методом Рітца. 
y
xа
а q
 
Рис. 5.24 
 
 
Розв’язок В першому наближені  для нормального переміщення приймемо  формулу 
2 2( , ) sin sin
x y
w x y c
a a
 
   
 
Цей вираз задовольняє граничним умовам: 
(0, ) 0w y  ,     
(0, )
0
w y
x



                  , 
( , ) 0w a y  ,     
( , )
0
w a y
x


, 
( ,0) 0w x  ,    0)0,( 


y
xw
, 
( , ) 0w x a  ,   
( , )
0
w x a
y



. 
Знайдемо рішення даної задачі енергетичним методом Рітца. 
 
Із формули (5.28) визначимо потенціальну енергію системи 
 
 
U 
2
4
2
8
2 4
D c
a
  
1з (5.29) знаходимо  роботу від  погонного навантаження q  
2
4
qca
A   
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Повна енергія системи                   
2 2
4
2
8
2 4 4
D c qca
E U A
a
      
 
В стані рівноваги енергія приймає мінімальне значення,  тому маємо 
0/  cE  
 
Звідси випливає 
4 4
max 4
( , ) 0.00128
2 2 8
a a qa qa
w c
D
    
 
Точне значення  для  максимального переміщення знаходимо  
4
max ( , )2 2
a a qa
w
D
  ( 0.126    ) 
Похибка складає 2%. 
Приклад 5.16. Знайти переміщення защемленої квадратної пластинки з стороною  
   a   і навантаженої  рівномірним тиском  q   по методу Бубнова-Галёркіна.  
 
Розв’язок Підставимо в рівняння згину пластинки  
4 4 4
4 2 2 4
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 0
w x y w x y w x y q x y
Dx x y y
  
   
    
 
Візьмемо наближене рішення 
a
y
a
x
cyxw
 22 sinsin),(  , 
яке задовольняє граничним умовам задачі 
 
0),0( yw ,     0
),0(


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                                     0),( yaw ,     0
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


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),(


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y
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і знаходимо 
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a
x
a
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a
y
a
y
a
x
a
c
cyxL  ]
2
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2
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2
1
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2
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2
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Величину параметра c знаходимо із умови 
0sinsin),,( 22
00
  dydx
b
y
a
x
cyxL
aa 
 
Звідси випливає рішення  
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5.8. Несиметричний згин  круглих пластин 
Співвідношення між деформаціями та переміщеннями в полярній системі координат 
записуються в такому  вигляді: 
; ;r z
u v u w
r r r z
  

  
   
  
                          
; ;r rz z
u v v u w v w
u r r z r z r 
  
 
     
      
     
 
Із першої гіпотези  Кірхгофа знаходимо 0 zz  ,тому 
( , )w w r   
Із  другої гіпотези випливає  
0; 0rz z   ;
w w
u z v z
r r 
 
   
 
 
Тепер лінійні і кутові два формації можна виразити через нормальне переміщення w  
)(2);(;
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Використовуючи  закон Гука при плоскому напруженому стані, одержимо 
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Погонні згинальні та крутні моменти приймуть вигляд 
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        (5.30) 
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Найбільші напруження будуть при 
2
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Замінимо співвідношення (оператор Лапласа) в прямокутній в полярну систему координат 
2 2 2 2
2 2 2 2 2
1 1
( ) ( )
r rx y r r 
    
   
   
 
і одержимо диференціальне рівняння       несиметричного згину круглих пластин 
 
2 2
2 2 2
1 1
( )
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    (5.31)               
 
Граничні умови: а) защемлення при  ( r R );  0
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;0),( 



r
Rw
Rw

      
  
б) шарнірна опора    ( Rr  ); 
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Рішення  попереднього рівняння візьмемо в виді співвідношення  
)),(),((),(  rwrwrw  , 
де ),(( rw - загальне рішення рівняння (5.31) при 0),( rq  
)sin)(cos(),(  nnrwrw
n
n   
Підставляємо nrwn cos)(  в (5.31) при 0),( rq і знаходимо 
)
1
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2
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r
n
dr
d
rdr
d
 0)()
1
(
2
2
2
2
 rw
r
n
dr
d
rdr
d
n      
Нехай функція kn Crrw )(( , де k - характеристичний показник.  Підставляємо це 
рішення в останнє рівняння і знаходимо 
0)]()2([ 2222)4(  nknkCr k  
Звідси випливає )2();2(;; 4321 nknknknk   
При 2n  одержимо рішення в формі 
nnnn
n rCrCrCrCrw
  24
2
321)(    (5.32) 
 
де .constCi   знаходяться із граничних умов, які накладаються на функцію 
)),(),((),(  rwrwrw  .Часткове рішення ),( rw знаходиться із (5.31) в 
залежності від функції ),( rq  
При ),( rq =0, n=0,1  рівняння  (5.31) можна записати в такій формі 
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Рішення  цих рівнянь матиме такий вид 
2 2
0 1 2 3 4( ) ln lnw r C C r C r C r r      (5.33) 
3
1 1 2 3 4( ) / lnw r C r C r C r C r r       (5.34) 
 
Розділ 6.  Оболонки 
§ 6.1 Безмоментна теорія  симетрично навантажених оболонок обертання 
 
 Розглянемо оболонки обертання (рис.6.1).  Нехай задана плоска крива )(zrr  . В 
довільній точці М  проведемо дотичну і нормаль n . 
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n1r1
r2
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dz
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z
r
q
z
N
N
N
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r
 
 
Рис. 6.1                                                       Рис. 6.2 
 
Дотична нахилена під кутом   до осі z , а нормальn під кутом до осі z . Запишемо 
похідну  даної функції 
dr
tg
dz
 . Знайдемо похідну  від даної рівності по дузі ds ,що 
з’єднує точки M та 1M . 
(
ds
d 2
2 2
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dr d d r dz d
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dz ds ds dsdz



   
Із прямокутного трикутника знаходимо cos
dz
dr
. Із сектора утвореного двома нормалями 
1,nn  і дугою ds  знаходимо 
1
1
rds
d


.Постільки d d   , то 
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r

  (6.1) 
 
2
2 1 ( )sin
r dr
r r
dz
    
 
Величина 1r -  радіус плоскої лінії ( )r r z ,а 2r OM - радіус обертання з центром на 
осі симетрії. 
Розглянемо елемент (рис.6.2)  вирізаний із оболонки двома меридіанами  )(;  d  і 
двома паралелями ;  (  d ), що навантажений  погонним тиском )(q . Тиск 
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направлений по нормалі в кожній точці поверхні. Знайдемо суму  сил, що діють в 
напрямку нормалі, що проходить через центр елементу. 
r
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q
r
z N
qdF1
dF
z
 
Рис.6.3                                                 Рис.6.4 
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
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
 rddrq
d
drN
d
rdN  
Сила  ddrN )( 12  проектується спочатку на вісь r , а потім на вісь n .Із даного рівняння 
знаходимо рівняння Лапласа 
1 2
1 2
( )
N N
q
r r
        (6.2) 
Зріжемо частину оболонки паралеллю   (рис.6.3)  і знайдемо  суму сил на вісь z   
 sin22 r
P
N   
де P - рівнодійна  тиску на поверхню оболонки, що направлена по осі z . В випадку 
сталого тиску на елементарну поверхню (рис.6.4)  діє сила )(qdF , що направлена по 
нормалі n .Проектуємо ці елементарні сили на вісь   z  і знаходимо 
1 1
1
cos
F F
P qdF q dF qF     
Нехай над даним елементом  знаходиться  рідина висотоюhз питомою вагою . В даному 
випадку тиск буде змінний  і із попередньої формули маємо 
1
1
cos
F F V
P qdF hdF dV V          
Нехай wv,  - дотичне та радіальне переміщення (рис.6.5)  довільної точки A . Точка A  
відрізка AB зміщується по дотичній на величину v , а точка 1A на  
   
величину( v d ). Деформація меридіану[4] в цьому випадку складе величину 
1
dv
r d
. 
Меридіан розтягується і за рахунок збільшення радіуса 1r  на величину w . 
Деформація розтягання складе величину    1 1
1 1
2 ( ) 2
2
r w r w
r r
 

 
 . 
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1
1 1
dv w
r d r


                   (6.3) 
A
dv
dv
B
v
w
r
w+dw
A
1
1
n
o
 
Рис. 6.5                   
Деформація розтягування паралелі в точці A  виникає від зміщень wv,  
і складає  величину   
rr
rr 






2
2)(2
2 . 
Постільки  sin;sincos 2rrwv  , то 
22
2 r
w
r
vctg


      (6.4) 
При  деформаціях елементу змінюється кут нахилу дотичної  до меридіану в точці A  
(рис.6.5).  Будемо слідкувати за зміною кута нормалі on. При зміщенні точки Aна 
величинуv в точку 1A  нормаль on повертається проти годинникової стрілки на кут  
1 1/v r  .    
v w
rr1
 
Рис. 6.6                   
 
Точка A  зміщується по  лінії on  на величину w , а кінцева точка B  елементу зміщується 
по радіусу на величину )( dww  .Нормаль on повертається  на кут  2
dw
r d


   
Знаходимо кут нахилу дотичної  до меридіану в точці A . 
1 1
v dw
r r d


   
Знайдемо переміщення wv, симетрично навантажених оболонок обертання 
Деформації виразимо через зусилля , скориставшись формулою 
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1 2
1
( )N N
Eh



         ;       2 12
( )N N
Eh



    
Із (6.3) і (6.4) виключаємо w  і знаходимо 
1 1 2 2 sin ( )sin
dv d v
r r vctg
d d
   
  
    
З останнього співвідношення випливає 
1 1 2 2( ) sin [ ]
sin
r r
v d C
 
  

  
    
2 2 1 1( )w r r ctq      . 
Деформації 1 2,  знаходять по формулам (6.3),(6.4), а  стала інтегрування C  із  умови:                                          
0w( ) 0   
Приклад 6.1. Визначити радіуси кривини еліптичного тора (рис.6.7)  з півосями ba,  
 
Розв’язок:   Запишемо рівняння еліпса з півосями ,a b  
2 2
0
2 2
( )
1
r r z
a b

   
Звідси знаходимо 
rr2
z
2b
2a
r
r0
q q
 
                                                                          Рис.6.7                                                 
2 2( )o
b
z a r r
a
   , 
2 2(2 / ) 2 / 0r a r z b   , 
2 22
2
( )
( )( )
o
oo
a r rdr a z a
dz b r rb r r
 
   

, 
2 22 2 2
2 2 2 2 2
0
( )1
( ) [1 ]
( ) ( ) ( )
o
o o o
a r rd r a z dr a
r r dzdz b r r b r r r r
 
       
   
, 
 
2 4
2 2 3( )o
d r a
dz b r r
 

. 
Визначимо  також  вираз    
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2 2 2 4 2 2 2
2
2 2 2 2
[ ( ) ] ( )( )
1 ( ) 1
( ) ( )
o o
o o
a a r r a b a r rdr
dz b r r b r r
    
   
 
 
 
Знаходимо радіус кривини 1r  еліптичного тора - радіус еліпса 
2
2
3
1 2 2
1
[1 ( ) ]
d r
dz
r dr
dz
 

, 
4
3
1 4 2 2 2 2
1
[ ( )( ) ]o
a b
r
a b a r r
 
  
. 
 
 Визначимо другий головний радіус кривини  тора 2r - радіус обертання  
1
1 4 2 2 2 2
2 2
2
[ ( )( ) ]
[1 ( ) ]
( )
o
o
r a b a r rdr
r r
dz b r r
  
  

 
 
Розглянемо окремі випадки: 
сфера                                          
a b R  ,   0or , Rrr  21 ; 
круговий тор  
                                                   Rba   ,  )/1(, 21 rrRrRr o ; 
еліпсоїд            
4
3
1 24 2 2 2
1
[ ( ) ]
a b
r
a b a r

 
,
1
2 24 2 2 2
1
[ ( ) ]
b
r
a b a r

 
 
 
Приклад 6.2.. Визначити напруження тора (рис.6.8)   товщиною t від тиску q . 
r
r2
z
r0
q
N N
 
Рис.6.8 
Розв’язок:   Виріжмо елемент із поверхні тора в його верхній частині двома циліндрами  
радіусами or і r .Складаємо рівняння рівноваги вирізаної частини на вісь z  
 
2 2
1 2 sin ( )oN r r r q      
 
Постільки                              0 2( ) / sinr r OM r   , 
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то маємо                             21
( )
2
or r r qN
r
  
  
Знаходимо                         
1
4 2 2 2 2
2
[ ( )( ) ]
( )
o
o
r a b a r r
r
b r r
  


, 
 
) 4 2 2 21
1
(
( )( )
2
o
o
q r rN
a b a r r
t rtb


      
 
Із рівняння Лапласа знаходимо  
)/( 1122 rNqrN  . 
Постільки                                  
4
3
1 24 2 2 2
1
[ ( ) ]
a b
r
a b a r

 
, 
то для 2 справедлива формула              
2 2 4
2
2
2 2 2 4
2 ( )( )
2 ( )( )
o
o
r b a r r aN q
t bt b a r r a

  
 
  
 
 
В випадку кругового тора 
1
( )
2
oq r r R
rt


   , 2 2
qR
t
  . 
В випадку еліпсоїда 
 
4)222
1 (2
aabr
bt
q
 , 
 
2 2 2 4
2
2 2 2 4
2 ( )
2 ( )
q r b a a
bt r b a a

 

 
 
В випадку ba   напруження 1  при любих r скрізь додатні. Напруження  
02   
при                                         
4
2 2
0
2( )
a
r
a b
 

 
При  
4
2 22( )
a
r a
a b
 

 
напруження                                           02  . 
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В випадку сфери                                1 2
qR
t
    , 2 2
qR
t
    
. 
 Приклад 6.3. Визначити найбільші напруження в конічному резервуарі (рис.6.9)  ,  якщо  
товщина оболонки  ммt 2 , питомої ваги  рідини 30.9 /ò ì  ,  4 , 30h ì    . 
h
xN 1
 
Рис. 6.9 
Розв’язок:   Із умови рівноваги зони знаходимо 
2
1
( tan ) ( )
3
2 ( tan )cos
x
x h x
N
x
 
  
 
  
Із умови              0/1 dxd  випливає     hx 4
3
1  . 
2
max 1
1
3 tan
16 cos
N h
t t
 


  =9  МПа 
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2
( ) tan
cos
h x x c
t c



  
Із умови              0/2 dxd  випливає     hx 2
1
2  . 
2
max
2
tan
4 cos
h c
t c

  =13.3МПа 
Приклад 6.4. Визначити (рис.6.10)  найбільші напруження в конічному резервуарі 
товщиною  t , якщо рідина має питому вагу  . 
Розв’язок:   Із рівняння рівноваги зони знаходимо 
hxN 1
s
 
Рис. 6.10 
 
2
1
( tan ) [ ( ) ]
3
2 ( tan ) cos
x
x h s x
x t
 

  
  
  
Максимальне значення 
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2
max
1
3 3 ( ) tan
[ ( )]
4 16 cos
H s
h h
t
 



   
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2
( ) tan
cos
h s x x
t
 


 
  
Максимальне значення  
2
max
2
( ) tan
( )
2 4 cos
h s h s
t
 


 
  
Приклад 6.5. Визначити найбільші напруження в конічній оболонці (рис.6.11)  товщиною 
t  і навантаженої тиском  
2( ) ( )
x
q x q
l
  
N1
q
x
dx
 
                                                                         Рис. 6.11                                                   
 
Розв’язок:   На відстані x від вершини конуса виділяємо полосу dx  і знаходимо її площу 
поверхні    2 sinx dx  . Складаємо рівняння рівноваги сил верхньої частини  
конуса(відносно перерізу x  ) на вісь симетрії 
 
2
1
0
(2 sin ) ( ) sin ) 2 sin cos
x x
x dx q N x
l
       
Звідси випливає 
3
1
1 2
tan
4
N qx c
t t l
  

 
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
2
2 2
1 1
( ) ( ) ( tan )
x
q x r q x c
t l t
       
Найбільші значення величин   max2
max
1 , будуть при lx  . 
Приклад 6.6. Визначити(рис.6.12)   найбільші напруження в конічній оболонці   
товщиною t  заповненої рідиною питомої ваги 3/9 мт , якщо 
30,8,12  мsмh  
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hN1
h
l
 
Рис.6.12            
Розв’язок:   Найбільші напруження виникнуть  внизу оболонки , біля опори. 
1 / (2 tan cos )N V s       
де     V об’єм заштрихованої частини рідини                                               
2 2
1
tan
[ ( ) ]
2 cos 3 3
h h s
h s s
t s
 


    =70 МПа 
Кільцеві напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
2
tan 1
( ) ( )
cos
s
h s
t

 

     240 МПа 
Приклад 6.7. Визначити (рис.6.13)   напруження в сферичній оболонці   
товщиною t  заповненої рідиною питомої ваги    
NN1 1
R
 
 
Рис. 6.13 
Розв’язок:   Із  рівняння рівноваги зони знаходимо 
2
1 / (2 sin )N V R     
 
 
де     V об’єм  рідини    над поверхнею     nmn                                        
2
0
( cos ) (2 sinV R R Rd

       , 
2 3
1 2
(1 cos )
( )
3 sin
R
t
 
 


  
Звідси випливає          
,0
2/)(lim)0( 211



 tR
                     
                                            21( / 2) / 3R t    
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2 3
2 2
1 cos
( ) [cos ]
3sin
R
t
 
  


   
2
2 2(0) lim ( ) / 2
0
R t   

 

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2
2 (0) / 3R t    
Постільки біля опори оболонка стиснута в коловому напрямі , то для забезпечення  її 
місцевої стійкості ставлять підкріплююче кільце. 
 
Приклад 6.8. Визначити(рис.6.14)  напруження в сферичній оболонці  (рис.6.15)   
товщиною t  заповненої рідиною питомої ваги  .  
Розв’язок:  Визначимо (Рис. 203) об’єм  частини сфери ( nmn  ). Із рівняння кола    
знаходимо 
22 2y R x   
Об’єм частини сфери       ( nmn  ) 
)
33
2
()(
3
232 llRRdxylV
R
l
nmn     
h
N1 N1
Rl
n
n
m
l dx
x
R
 
                                   Рис. 6.14                                                    Рис. 6.15 
   
 
Вага рідини в баку  
3
2 3 22( )
3 3
l
V R h R R l        
 
Для напружень в циліндричній частині баку маємо  формули 
rt
VN




2
1
1  , 
max
2 ( )
h r
h
t



 . 
На дні бака знаходимо напруження 
max max
1 2
( )
2
h l
t

 

  . 
В зоні з’єднання циліндра і сфери напруження 
1
( )
2 sin
n m nV l
rt


 
  . 
 
 
Приклад 6.9. Визначити(рис.6.16)    напруження в сферичній оболонці  ) товщиною t  і 
навантаженої тиском  2( ) cosq q   
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R
N1N1
q
 
 
Рис.6.16 
                     
Розв’язок:  Складаємо  рівняння рівноваги сил зони ( nmn   )на вісь симетрії 
2 2
1
0
2 ( sin ) (2 sin ) ( cos ) cos 0
c
N R R Rd q             
Знаходимо напруження по меридіану сфери 
4 2
1
1 2
(1 cos ) (1 cos )
4 4sin
N qR qR
t t t
 


  
       
Звідси випливає 
1(0) 0  .
max
1 ( / 2) / 4qR t     
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2
2
2
sin (1 cos )
( ) [cos ]
4
qR
t
 
  
 
  , 
max
2 (0)
qR
t
  , 2 ( / 2) 4
qR
t
    
 
o
RN N
n n
 
Рис6.17 
 
Приклад 6.10. Резервуар товщиною  t закріплений по колу А-А (рис.6.17)   і повністю 
заповнений рідною питомої ваги  . Визначити напруження в його стінках. Розв’язок:  
Тиск в резервуарі змінюється по формулі     (1 cos )q R    
 
Складаємо  рівняння рівноваги сил зони (n m n   ) на вісь симетрії 
при o   
 
 
2
1
0
2 ( sin ) (2 sin ) (1 cos ) cos 0
c
N R R Rd R               
Знаходимо напруження по меридіану сфери 
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2 2 2
2 31
1 2
2cos
(1 3cos 2cos ) (1 )
6 1 cos6 sin
N R R
t tt
  
  

     

 
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2 2
2
2cos
( ) [5 6cos ]
6 1 cos
R
t
 
  

  

,  При o   
 
2 3
1
0
4
2 ( sin ) ( (2 sin ) (1 cos ) cos ) )
3
c
N R R Rd R R                 
 
Звідси знаходимо 
2 2
1
1
2cos
(5 )
6 1 cos
N R
t t
 


  

 
Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
2 2
2
2cos
(1 6cos )
6 1 cos
R
t
 
 

  

 
При o   погонна сила 1N  має скачок на величину 
2
1 2
2
3sin o
R
dN


  
Вертикальна складова                     21 2 / 3siny odN R   
Горизонтальна складова                     2 21 0 02 cos / 3sinxdN R    
направлена в сторону сфери  і визиває стискаючі напруження. 
 
 
Приклад 6.11. Визначити (рис.6.18) напруження в сферичному куполі  радіуса товщиною 
t від власної ваги ,  якщо вага одиниці площі дорівнює q .  
R
N N
n n
 
Рис. 6.18 
 
Розв’язок:  Складаємо  рівняння рівноваги сил зони ( nmn   )на вісь симетрії 
2
1
0
2 ( sin ) (2 sin ) cos 0
c
N R R Rdc q           
Знаходимо напруження по меридіану сфери 
1
1 (1 cos )
N qR
t c t
    

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Колові напруження знаходимо із рівняння Лапласа 
 
2 1
cos 1
( cos )
1 cos
q c qR
c
t t c
 

   
  
 
Меридіональні напруження скрізь стискаючі 
tqR /5.0)0( 21    , tqR /)2/(
2
1   
Колові напруження при  0551  c від’ємні, а при 0551  c додатні 
            
                                                           
Приклад 6.12. Знайти найбільші напруження в сферичній оболонці (рис.6.19) радіуса R  і 
товщиною t , яка заповнена рідиною питомої ваги   
 
Відповідь:           21 / 6R t   , 
2
2 5 / 6R t        
                                      
 
R
N
1
N
1
 
Рис. 6.19 
 
Приклад 6.13. Знайти найбільші напруження в сферичній оболонці (рис.6.20) радіуса R  і 
товщиноюt , яка заповнена рідиною питомої ваги   
. Відповідь:                 
                                              21 / 48R t   , 
2
2 23 / 48R t  .  
 
R
R /2
 
Рис. 6.20 
Приклад 6.14.. Знайти напруження в сферичній оболонці (рис.6.21) радіуса R  і 
товщиною t , яка заповнена рідиною питомої ваги  на рівні води ( 60   ) 
 
R
R/2
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Рис.6.21 
Відповідь:                                  21 2(0) (0) / 4R t     
                                                    21 2(0) (0) / 4R t     ,.  
 
tR 36/5)60()60( 221  
  
Приклад 6.15. Знайти напруження біля опори в конічній заповненою водою питомої ваги 
 (рис.6.22) оболонці товщиною t=10мм, якщо     30   ,h=15м, 3/,3 мтмs   .  
Відповідь:       1 =26 МПа , 2 =100 МПа               
 
s
h
 
Рис.6.22                                          
 
§ 6.2 Безмоментна теорія  оболонок в криволінійній ортогональній системі координат 
 
Розглянемо довільні оболонки в ортогональній системі координат.Положення кожної точки 
поверхні (рис.6.23) можна визначити [3]. вектор функцією ),( r ) 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )r x i y j z k           
; 
r
z
x
y
r
dr
 
Рис.6.23 
де ,  - ортогональні криволінійні координати, ( , ), ( , ), ( , )x y z      - координатні 
функції, що визначають форму поверхні. Визначимо відстань  1MM  між двома точками на 
поверхні, взявши диференціал від радіуса вектора 
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) [ ] ( ) ( )
r r
ds dr d d A d B d   
 
 
    
 
. 
де  2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
r x y z
A
   
   
   
   
               (6.5) 
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2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
r x y z
B
   
   
   
   
 
xy
z
x y
M
r
 
Рис.6.24 
Для оболонок обертання (рис.6.24) розмістимо початок координат в її вершині. Визначимо 
координати точки M              
( )cos ; ( )sin ;x r z y r z z z     
Із попередніх співвідношень знаходимо 
2 2 2 2; ; 1 ( ') ;z A r B r            (6.6) 
 . 
d
dr
ds
r1
r
y
 
Рис.6.25 
 
Якщо прийняти (рис.6.22)  
,      21 2
1
cos ;1 ( ')
cos
dz r d r 

    
то знайдемо                                   2 2 2 2 21( ) ( ) ( )ds r d r d                     (6.7) 
     Розглянемо криволінійний елемент (рис.6.23) і знайдемо кут  
( )
( )
Ad d A
d
Bd B
 
 
  
 
 
 
 
Аналогічно запишемо вираз для кута 
B
d
A
 




. 
Складемо рівняння рівноваги елемента (рис.6.27)) навантаженого тиском q  з 
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Ad n
q NN
N
N
 
                                          Рис.6.26                                           Рис.6.27 
координатними векторами , , nq q q  ,які направлені по дотичних до осей , , z  . 
Запишемо рівняння рівноваги сил на вісь   
[ ( ) ] [ ( ) ]
( ) ( ) 0
N Bd N Bd N Bd d N Ad N Ad N Ad d
N Ad N Bd q Ad Bd
     
    
       
 
     
 
      
 
   
 
Аналогічно складається рівняння рівноваги на вісь .Спростивши їх,  запишемо: 
                       ( ) ( ) 0
B A
N B N A N N q AB       
   
    
   
 
( ) ( ) 0
A B
N A N B N N q AB       
   
    
   
                     (6.8) 
1 2
n
NN
q
r r
    
Останнє рівняння є рівняння Лапласа і означає суму сил на вісь z .  
 
 
Приклад 6.16. Знайти напруження в консольній циліндричній оболонці радіуса R  
(рис.6.28) (Рис. 218) довжиною l  і товщиною t  при поперечному згині . 
Розв’язок:  Запишемо рівняння безмоментної теорії  несесиметрично навантажених 
циліндричних оболонок в такій формі 
1 0
N S
X
x R 
 
  
 
 
2 0
NS
Y
x R 

  
 
 
2N qR  
де S - зсуваюче зусилля  яке визиває дотичні напруження 
/S t   
qYX ,, - компоненти зовнішнього погонного навантаження по твірній,по колу і по 
нормалі  до циліндра. В нашому випадку кожен із компонентів qYX ,,  дорівнює нулю. 
Система  рівнянь рівноваги прийме вигляд: 02 N  
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2R
z
x
l
P
M
 
Рис. 6.28 
 
1 0
N S
x R 
 
 
 
, 0
S
R 



 
 
Визначимо нормальне та дотичне напруження в точці М від сили Р 
1 3 2
( ) cos cosPx R Px
tR tR
 

 

  ; 
2
3
( ) ( sin ) sin
( )
P R t P
RtR t
 


 
  

 
Звідси знаходимо         1 1 2
cosPx
N t
R



  ,
sinP
S t
R



   
Система рівнянь рівноваги оболонки виконується. 
 
Приклад 6.17. Знайти напруження в консольній циліндричній оболонці радіуса R  
(рис.6.29)) довжиною l  і товщиною t  при поперечному згині вітровим  
навантаженням        cosoq q   
2R
x
l  
 
Рис. 6.29 
Розв’язок:  В даному випадку переходимо від погонного навантаження по поверхні до 
погонного навантаження по лінії  
, 
2
1 0
0
( cos )cos oq q Rd q R

       
2
2
1 3 2
( ) cos cos2
oq Rx R Px
tR tR

 

 

   
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2
3
( ) ( sin ) sin
( )
o oq Rx R t q x
ttR t
  


 
  

 
 
Звідси знаходимо                    
2
1 1
cos
2
oq xN
R

   , 
 
sinoS t q x     
 
2 cosoN q R    
Система рівнянь рівноваги елемента оболонки має вигляд 
1 0
N S
x R 
 
 
 
 
2 0
NS
x R 

 
 
 
2 cosoN q R    
Знайдені значення 1,N S   задовольняють дану систем 
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Рис. 6.30 
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Рис. 6.31 
 
6.3. Моментна теорія циліндричних оболонок в загальному випадку деформування 
 
Розглянемо елемент (рис.6.30) циліндричної оболонки радіуса R  ,  що навантажується 
тиском q  з координатними векторами zyx qqq ,, , які направлені по дотичних до осей  
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zyx ,, . Вісь х направимо вздовж твірної вісь у по дузі кола ,а вісь z понормалі до центра 
кола. Система координат розміщена на середній поверхні циліндра. Переміщення точок 
циліндра в напрямку відповідних осей позначимо через , ,z z zu v w . Співвідношення між 
деформаціями та переміщеннями матимуть вигляд [4].       
; ;
z z z
z z z
x y z
u v w w
x y R z
  
  
   
  
 
  ;
z z
z
xz
u w
z x

 
 
 
                 
;
z z z
z
yz
v w v
z y R

 
  
 
 
z z
z
yx
u v
y x

 
 
 
 
 
Використаємо гіпотези  Кірхгофа: 
1). 0
z
z
z
w
z


 

  і знаходимо ( , )zw w x y  
0
0
2) 0; 0;
; ( , , ) ( , )
zz
z z
yz xz
z
z
u
z
w w
u x y z u x y z
x x
 

  

 
    
 
 
Звідси знаходимо 
; ( )z z
w w v
u u z v v z
x y R
 
    
 
 
Формули (11.6) можна записати так 
2
2
2
2
;
1
( ) ( );
z
x
z
y
u w
z
x x
v w w v
z
y R R yy


 
 
 
  
   
 
(.6.9) 
 
2 1
( ) 2 ( )
2
z
yx
u v w v
z
y x y x R x

   
   
    
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Нормальні і дотичні напруження  знаходимо із закону Гука 
 
)2
2
2
( ;
(1 )
( );
(1 )
(1 )
2(1 )
z z z
x x y
z z z
y y x
z z
yx yx
E
E
E
  

  


 

 

 




       
Напруження на перерізі зводимо до погонних сил та моментів, що діють на середню 
поверхню оболонки 
2
2
[( ) ];
h
z
y y
h
u w u
N dz B
y R x
 

 
   
 
 
2
2
[ ( )];
h
z
x x
h
u v w
N dx B
x y R
 

 
   
 
 
                           
2
2
(1 )
( )
2
h
z
yx yx
h
u v
N dz B
y x



  
  
 
;       .       (6.10)         
2 22
2 2
2
1
[ ( )];
h
z
x x
h
w w v
M zdz D
R yx y
 

  
    
 
    
2 22
2 2
2
1
[( ) ];
h
z
y y
h
w v y
M zdz D
R yy x
 

  
    
 
 
22
2
(1 )( )
2
h
z
xy yx xy
h
w v
M M zdz D
x y R x
 

 
     
  
 
де 
)1(12 2
3


Eh
D  ; 
21 

Eh
B - погонна жорсткість на розтягання 
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Складемо рівняння рівноваги сил (рис.6.30)) 
0
yxx
x
NN
q
x y

  
 
 ; 
;                                             0
y yx
z
Q NQ
q
y x R
 
   
 
                                 (6.11) 
Рівняння рівноваги моментів (рис.6.31) 
                                      0
yxx
x
MM
Q
x y

  
 
                         (6.12)     
0
y xy
y
M M
Q
y x
 
  
 
 
Із (6.10) ,(6.11) і (6.12) випливає система рівнянь деформування циліндричної оболонки в   
переміщень wvu ,, .  
2 2 2 2
2 2
1 1 1
0
2 2 x
u u v w
q
x y R x Ehx y
         
    
   
 
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 3 3 2
2 2 3
1 1 1 1
( )
2 2 212
1
( ) 0
12
y
v v h v v u w
x y R yy x R y x
h w w
q
EhR x y y
  

        
     
     
  
   
  
 (6.13) 
2 2 3 3 2
4
2 2 3
1 1
( ) 0
12 12 z
h w u v h v v
w q
R x R y R EhR x y y
     
       
    
 
де                  4 2 2      ; 
2 2
2
2 2
( )
x y
 
   
 
оператор Лапласа. 
Граничні умови : 1)  защемлення  
(0, )
( 0), (0, ) 0; (0, ) 0 : (0, ) 0 : 0
w y
x u y v y w y
x

    

  
2) шарнірна опора ( 0) (0, ) 0; (0, ) 0; (0, ) 0; (0, ) 0x xy xx N y N y w y M y      
 
 
Приклад 6.18. Знайти переміщення wvu ,, замкнутої циліндричної оболонки (а=50см 
, l =25см, h =3см,  =0.3, с= ) повністю  наповненої рідиною питомої ваги  і шарнірно 
закріпленої по границям.. 
Рішення. Граничні умови при шарнірному закріпленні виконуються , якщо переміщення  
запишемо в такому вигляді 
cos cosmn
m x
u A n
l

   
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sin sinmn
m x
v B n
l

   
cos sinmn
m x
w C n
l

   
 
Тиск в оболонці  змінюється по формулі 
 
(1 cos )q a     
 
Навантаження  на оболонку представимо також подвійним рядом 
 
cos sinmn
n x
q D n
l

   
де   при 0n   0. mnD , . 4 /moD a m   , mom DD .1 .Із системи рівнянь 
знаходимо 0. mnB , . /moC m   , 
2 2 2 4 4. 3 [ (1 ) / 3]moA N m m         
DhalN 22 /2.  , . /l a  , lh 2/.   Значення коефіцієнтів при 0n  , 1n   приведено 
в таблиці 13. 
Таблиця 13.Значення к  коефіцієнтів 
nm
A , mnB , nmC  
m  
 
 
32 10
moA Nh

  
32 10
moC Nh

  
3
1
2 10
mA Nh

  
3
1
2 10
mB Nh

  
3
1
2 10
mC Nh

  
1 57.88 -1212 49.18 -66.26 -1183 
3 0.1073 -6.742 0.1051 0.0432 -6.704 
5 0.005 0.526 0.005 0.0012 -0.525 
 
 
§  6.4. Симетричний згин  циліндричних оболонок  
 
Розглянемо[2] випадок симетричного навантаження, коли ( ); ( ); 0x z z yq q x q q x q   . 
При симетричному навантаженні в оболонці виникне симетричний напружено 
деформований стан. Рівняння (13.6) перепишемо в такій формі 
( )x
du w
N B
dx R
     ; ( )y
du w
N B
dx R
     ; 
2
2x
d w
M D
dx
   ; y xM M  
Співвідношення (14.6) приймуть вигляд 
 
0x x
N
q
x

 

;  0
y x
z
N Q
q
R x

  

; 
0x x
M
Q
x

 

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Із першого рівняння знаходимо                 x xN q dx   , y x
Ehw
N N
R
   
Останні два рівняння зводяться до залежності 
2
2
0
yx
z
Nd M
q
Rdx
    
Підставляємо xy MN ,  в попереднє  рівняння  і знаходимо 
                                           
4
4
4
4 xz
Nqd w
w
D Rdx

               (6.14)                      
де 
2
4 4
2 2 2
3(1 )
4 ;
Eh
R D R h

 

   
Рішення рівняння (16.6) запишемо в формі 
w w w                     !6.15) 
де w  -  часткове рішення, аw - загальне рішення однорідного рівняння 
4
4
4
4 0
d w
w
dx
   
Загальне рішення даного рівняння матиме форму   kxCew  .Для показника k маємо  
характеристичне рівняння  04 44  k .Це рівняння можна представити в іншій формі  
4 2 2 4 2 2( 4 4 ) 4 0k k k       
 Знаходимо корні цього рівняння 1,2 3,4;k i k i        . Загальне рішення буде 
1 2 3 4( ) cos sin sin cosw y C ch y y C ch y y C sh y y C sh y y            
Часткове рішення знаходиться із рівняння (16.6) і при 
3
1
ixz
i
i
Nq
a x
D R


    буде 
1
44
( )w x

 
3
1
i
i
i
a x

  
Сталі інтегрування )3,2,1( iCi знаходяться із граничних умов: 
1)при защемленні по краю 
( )
0, (0) 0; 0
dw o
x w
dx
    
2) при шарнірному закріпленню цього краю 
2
2
( )
(0) 0; 0
d w o
w
dx
   
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3) для вільного краю 
2 3
2 3
( ) (0)
0; 0
d w o d w
dx dx
   
Для  «довгих» оболонок рішення  однорідного рівняння береться  в вигляді 
)sincos()sincos()( 4321 xCxCexCxCexw
xx           
Постільки при   0)(,  wx  ,то 043  CC .Якщо прийняти 30 x  то                       
05,03 e Відстань Rhx 5,2.0   визначає довжину ділянки  кінцевих напружень. 
Якщо довжина оболонки 0xl  то оболонка «довга».Для таких оболонок загальне 
рішення можна записати в формі 
1 2( ) ( cos sin )
xw x e C x C x                           (6.16) 
Для коротких оболонок використовують рішення однорідного рівняння в формі 
4
1
( ) ( )i i
i
w x B V x

     де iV - функції А.Н. Крилова.            (6.17) 
1 2
3 4
1
( ) cos ; ( ) [ sin cos ]
2
1 1
( ) sin ; ( ) [ sin cos ]
2 4
V x ch x x V x ch x x sh x x
V x sh x x V x ch x x sh x x
       
       
  
  
 
Функції Крилова зв’язані  диференціальними співвідношеннями 
. 
' ' ' '
1 4 2 3 3 2 4 3
1 2 3 4
4 ; ; ;
(0) 1; (0) (0) (0) 0
V V V V V V V V
V V V V
       
   
» 
M
Q w
h
t
 
Рис.6.32 
 
ЗАДАЧІ 
 
Приклад 6.19. Знайти  (рис.6.32) найбільші напруження в циліндричній оболонці, 
заповненої рідиною з питомою вагою 3/1 мт , якщо мR 9 , мh 8.7 ,  cмt 2  . 
Розв’язок:  Враховуючи (6.14),(6.15),(6.16),  знаходимо нормальні переміщення і кут 
повороту оболонки  
 
2
3
1
( ) exp( )[ cos ( sin )]
2
o o
qR
w x ax Q ax aM ñosax ax
Et a D
     , 
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2
1
( ) exp( )[ (cos sin ) 2 ]
2
o ox ax Q ax ax aM ñosax
a D
      
 
де                                                    
2
4
2 2
3(1 )
a
R t

 ,   
3
212(1 )
Et
D



 ,   ( )q h x   
,       . 
Із граничних умов в опорі  знаходимо 
(0) 0w   , (0) 0   
Знаходимо біля опори погонні поперечну силу та момент 
0 22
q
M
a
   , 0
q
Q
a
  
  
Найбільші мередіальні напруження будуть в біля опори 
2 2
6 3
64.2
(1 )
o
m
M hR
Ì Ï à
tt



  

 
Крайова зона згину дорівнює ox  
2.5 0.48ox Rt  м 
Визначаємо на цій глибині ,тобто при 1 ( )oh h x  =7.32м тиск 
1 1q h  
Знаходимо максимальні колові напруження 1 1t
Ewh q R
R h


  =32.9МПа 
Приклад 6.20. Встановити залежність між крайовими  переміщеннями 
( )0(),0( ww  )оболонки (рис.6.33) радіуса R   і товщини t  та силами ( oo MQ , ).  
 
M
Q o
o
w
FR
w M
R
 
           Рис.6.33                              Рис.6.34                           Рис.6.35 
 
                                                   ,       
               
Відповідь:                                    
22
(0) ( )o o
R a
w kM Q
Et
   ,   
                                                     
2
2
2
(0) (2 )o o
R a
w kM Q
Da
    ,
2
4
2 2
3(1 )
a
R t

  
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Приклад 6.21. Нескінченно довга циліндрична оболонка (рис.6.34) радіуса R і товщиною 
t  симетрично навантажена погонною силою F . Знайти погонний момент oM  та 
поперечну силу oQ  в даному перерізі  
Відповідь:             
2o
F
Q  ,  
2o
F
M
a
  , (
2
4
2 2
3(1 )
a
R t

  
Приклад 6.22. Нескінченно довга циліндрична оболонка (рис.6.35) радіуса R і товщиною 
t  симетрично навантажена погонними моментами М .Знайти погонний момент oM  та 
поперечну силу oQ  в даному перерізі  
Відповідь:                                      ,
2 2o o
M aM
M Q    
 
§  6.5. Півмоментна теорія згину циліндричних оболонокВ.З.Власова 
 
Розглянемо модель [2]. півмоментної теорія циліндричної оболонки В.З.Власова 
Ця математична модель  використовується при розрахунках напружено-деформованого 
стану і стійкості оболонок середньої довжини 
h
R
< 
R
L
 <
h
R
 
 Крім гіпотез Кірхгофа вважаємо:1) 0x yx xQ M M    2) 0yx   3) 0 ; 4)
0 0y   
.Із  2),4) знаходимо    
v
u dy
x

 

; 0
v w v
w R
y R y
 
   
 
 
1) 0
yxx
x
NN
q
x y

  
 
 ; 
                               2) 0
y xy y
y
N N Q
q
y x R
 
   
 
;        (6.18) 
3) 0
y y
z
Q N
q
y R

   

;  
  4)  0
y
y
M
Q
y

 

 
Виключимо із даної системи рівнянь , ,yx y yN N Q  В третє рівняння підставимо yQ , від 
першого рівняння візьмемо 
x

 від другого )(
y

 ,а від третього )(
2
2
y
R


.Після 
додавання трьох рівнянь одержимо 
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4 2 2
4 2 2
1
0
y y xM M NR q
Ry y x
  
   
  
  
де 
2
2
yx z
qq q
q R
x y y
 
  
  
 
Нехай 
2
2
4
4
;







 Ry  ,тоді  останнє рівняння матиме вигляд 
2
3 2
1
0xy
N
M q
R x

   

  (6.19)                
Із (6.10) при 0 знаходимо  
2 3
2 2 2 2 3
;
1
( ) ( )
x
y
u
N B
x
w v D v v
M D
R R R  



   
     
  
. 
Постільки 
v
u Rd
x


 

;
v
w




 ,то  знаходимо  
2
2x
v
N BR
x
 
 
 
 ;
2
1yM
v
R

  

 
Рівняння (6.19) матиме вигляд 
4
2
4 6
v D q
v
BRx BR 
 
  

             (6.20) 
Рішення даного рівняння знайдемо в вигляді суми ( , ) ( , ) ( , )v x y v x y v x y   де ( , )v x y - 
загальне рішення однорідного рівняння, а ),( yxv - часткове рішення. 
( , ) ( )sinn
n
v x y X x n  ;    (6.21) 
( , ) ( )sinn
n
q x q x n   ; 
1
( ) ([ , )sinnq x q x n 
   
Рівняння (6.20) при умові(6.21)  прийме вигляд  для кожного члена ряду 
 
4
4
4
( )
4 ( ) 0n n
d X x
X x
dx
   
де                                            
4 2 2
4
6
( 1)
4
Dn n
BR


  при 2n  
( ) ( )n n n n
n
X x C V x   , 
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При 2n  рівняння має рішення береться в формі (6.16) або (6.17) 
 Для 1n  рівняння відповідає випадку деформації циліндра як балки з жорстким 
поперечним перерізом 
2 3
1 1 2 3 4( )X x C C õ Ñ õ Ñ õ     
При постановці граничних умов треба мати на увазі залежності ( , ) ( ) cosw x X x n n  ; 
 
n
n
X
u cos
'
 ; 
''cosx
BR
N X n
n
  ; '''yxN X BR  (при 0xq ) 
 
Граничні умови :1)   защемлення при 0; (0) 0; '(0) 0x X X    
 
2) шарнірний край                              0; (0) 0; ''(0) 0x X X            
 
3) вільний край                                    0; ''(0) 0; '''(0) 0x X X    
 
§  6.6. Згин  пологих циліндричних оболонок  
До пологих відносять оболонки для яких виконуються умови  2,0/ af   
b
f
 
 
Рис.6.36                                                        
де f - висота оболонки (рис.6.32) ),max( baa  .Пологі оболонки можна розглядати як 
злегка зігнуті пластинки [3]. під дією нормального  навантаження zq  при 
0 yx qq .Диференціальні залежності (14.6) приймуть вигляд 
1) 0
yxx NN
x y

 
 
 ; 
2) 0
y xyN N
y x
 
 
 
;      (6.22) 
3)    0
y yx
z
Q NQ
q
y x R
 
   
 
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 4) 0
yxx
x
MM
Q
x y

  
 
 
5)  0
y xy
y
M M
Q
y x
 
  
 
 
В другому рівнянні складовим    
R
Qy   нехтують. Введемо функцію напружень  (õ, ó)Ô         
2 2 2
2 2
; ;x y yxN N N y xy x
     
    
  
   (6.23) 
тоді  перші два рівняння системи (6.22) задовольняються. Знаходимо ,x yQ Q із  останніх 
двох рівнянь та підставляємо їх значення в 3) і одержимо 
2 22 2
2 2 2
2 0
yx yx
z
M MM
q
x yx y R x
   
    
   
 (6.24) 
В виразах для моментів (6.10) нехтуємо переміщеннямиv  
2 22
2 2
2
[ ];
h
z
x x
h
w w
M zdx D
x y
 

 
   
 
 
 
2 22
2 2
2
[ ];
h
z
y y
h
w w
M zdx D
y x
 

 
   
 
  (  6.25) 
 
22
2
(1 )
h
z
yx yx
h
w
M zdz D
x y
 


   
 
 
Із  співвідношень (6.24), (  6.25) знаходимо 
 
4 4 4 2
4 2 2 4 2
( 2 ) ( , )z
w w w
D q x y
x x y y R x
    
   
    
          (6.26) 
Нехай                 
2 2
2
2 2
( )
x y
 
  
 
,            тоді це рівняння запишемо так 
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2
4
2
( , )q x y
D w
DR x
 
  

 
. 
 
Друге рівняння знайдемо, склавши рівняння суміщення деформацій 
Звідси  виключаємо vu, і маємо рівняння сумісності деформацій 
2 22 2
2 2 2
y yxx w
y xy x R x
    
   
   
 
Визначимо деформації 
2 2
2 2
1
[ ]x Eh y x
 
   
  
 
    ;    
 
2 2
2 2
1
[ ]y Eh x y
 
   
  
 
   ;  
 
21
yx Eh y x

 

 
 
Підставляємо деформації в ліву частину рівняння суміщення деформацій і матимемо 
2
4
2
Eh w
R x

  

      
Система рівнянь теорії пологих оболонок буде 
                                               
2
4
2
( , )q x y
D w
DR x
 
  

  ; 
2
4
2
Eh w
R x

  

                 (6.27) 
 
6.7. Співвідношення між деформаціями та переміщеннями пружного тіла  в 
криволінійній ортогональній системі координат 
Нехай )3,2,1(; ii - криволінійні ортогональні координати. Будемо  вважати, що відомі 
формули переходу  від криволінійної до  прямокутної системи  координат 
( ); ( ); ( )i i ix x y y z z      
Відстань між двома точками недеформованого тіла буде 
32 2
1
( )( )ii i i
i
ds q d 

     (6.28) 
x
v
y
u
R
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y
v
x
u
yxyx 










  ;;
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де 2 2 2( ) ( ) ( )ii
i i i
x y z
q
  
  
  
  
 
Нехай iu  - лінійні зміщення в прямокутній, а величини 
i
i
ii
u
q
   - переміщення в 
криволінійній системі координат. Так в циліндричній системі  ;,, 321 zr    
;,sin,cos zzryrx    ;1,1; 33
2
2211
22222  qrqqdzdrdrdl   
1
,,
1 321
w
r
vu
   
Відстань між двома точками після деформації  пружного тіла буде 
32 2
1
( ) [( )]ii i i i i
i
d q d    

               (6.29) 
Розкладаємо функції  ( ); ( )ii i i i i iq        в ряд  і знаходимо 
j
j j
i
iii
j
j
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iiiiiii ddd
q
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
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i
iii dddd 

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

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Після підстановки функцій )();( iiiiiiiq   в рівняння (28.6) одержимо 
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де i   лінійні деформації  пружного  тіла 
Підставляємо сюди значення виразу для )( iiii qG  і знаходимо лінійні деформації  
3
1
1
;( 1,2,3)
2
i ii
i i
ji ii j
q
i
q

 
 
 
  
 
             (6.31) 
 Відстань (рис.6.37) між двома точками ji AA після деформації  знайдемо по формулі  
(6.31)                                 
2 2 2
)( 2i j ii i ij i j jj jd G d G d d G d         
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Рис.6.37 
Визначимо цю відстань по теоремі косинусів   
2 2 2
( ) 2 cos( )2i j ii i jj jj ii jj ij
d G d G d G G
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         
Із останніх співвідношень  випливає 
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ii jj
G
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Приймаємо, що                                 ; ;ii ii jj jjG q G q   
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G q q i j

 
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Кутові деформації пружного тіла 
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                                   (6.32) 
Для циліндричної системи координат 1 2 3 1 2 3, , ; , ,
v
r z u w
r
             
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(6.33) 
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z x z y
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6.8.Співвідношення між деформаціями та переміщеннями оболонок  в криволінійній 
ортогональній системі координат 
 
Спочатку розглянемо [3].  співвідношення між деформаціями та переміщеннями оболонок  
в криволінійній ортогональній системі координат. 
r 1
z  
                         Рис.6.38                                               Рис.6.39 
Координати    21 ,  розмістимо на середній поверхні оболонки (рис.6.37) , а 
координату z3  направимо по нормалі до центра кривини. Формула (27.6) буде мати 
вигляд  
2 2 2 2 2 2
z zds A d B d dz     
де 2 211 22 33; ; 1z zA q B q q    
Переміщення в даній системі координат  
1 2 32 2
( , , ) ( , , )
; ;
1
z z z
z z
u z v z w
A B
   
      
Із  (рис.6.39)   знаходимо 
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Із цих залежностей  знаходимо 
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Лінійні і кутові деформації (6.31), (6.32)  приймуть таку форму: 
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Підставляємо значення величин ,z zu v в останні формули і отримаємо:  
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Для циліндричної оболонки матимемо: 
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  6.9.Рівняня  згину оболонок  в криволінійній ортогональній системі координат 
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Із закону Гука   для плоского напруженого стану знаходимо 
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Враховуємо(6.34) (6.35) і знаходимо зусилля на середній площині  
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Аналогічно знаходимо моменти 
);()1(
2
2
2
  

Dzdz
r
z
M
h
h
z    (6.37) 
);()1(
1
2
2
  

Dzdz
r
z
M
h
h
z  
2
2
2
(1 )
(1 ) ;
2
h
z
h
z
M dz D M
r   

 


     
Диференціальні залежності між силами та моментами оболонок. 
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Внутрішні зусилля , , ,N N N N    та зовнішні , ,q q  в дотичній площині 
представлені на (рис. 6.40).По гранях const діють  сили  
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, аналогічно прикладені сили по гранях const .  
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   Рівняння (6.8) матимуть вид      
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Рис.6.40  
На (рис.6.41) показано  схему моментів і сил, які діють на виділений елемент. 
Запишемо  рівняння рівноваги аксіальних сил  
0)()( 











ABQ
A
M
B
MAMBM  
      (6.39) 
 -  -  
 - 153 -- 
( ) ( ) 0
A B
M A M B M M Q AB       
   
    
   
 
 
M
Q
N+
Q
M
M
N+
M
M x
  
Рис.6.41 
Для пологих оболонок коефіцієнти BA,  беруть на площі проекції. Так для оболонок на 
прямокутному плані 1;1  BA . Теорія пологих оболонок в криволінійній  
ортогональній системі координат базується на тих же гіпотезах, що і теорія пологих 
циліндричних оболонок. Система рівнянь (6.38) для  довільних пологих оболонок в 
криволінійній ортогональній системі координат матиме вигляд 
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6.10. Моментна теорія симетрично навантажених оболонок обертання 
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Рис.6.42 
Розглянемо[2] симетрично навантажену погонними силами Q і моментами M (рис. 6.42) 
оболонку обертання )(zrr  . Криволінійні ортогональні координати 
1 2;      Із (6.27) знаходимо 1,A r B r  . Постільки ( , ) 0;u w v o

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деформації (6.21), (6.2)   матимуть форму 
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Рівняння (6.38) ,(6.39)приймуть вигляд                                  
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Рис.6.43 
 
Складаємо рівняння рівноваги сил на вісь z  (рис. 6.43). Нехай 2QrV  , тоді одержимо 
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   Підставляємо  sin; 2rrN   в перше рівняння (6.42 )   і знаходимо 
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N
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При даних значеннях 2, ,N N Qr V     друге рівняння (6.42 )   тотожно дорівнює нулю. 
В третє рівняння (6.42 )   підставляємо 2, ,M M Qr V    і знаходимо 
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Із рівняння (6.40 )   знаходимо залежності між деформаціями  
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Складаємо тепер рівняння сумісності деформацій 
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Із закону Гука  визначимо деформації 
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Із рівняння сумісності деформацій знаходимо 
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Для конічної та сферичної оболонок рішення системи (6.45 ) ,(6.46) знаходиться через 
спеціальні  функції Бесселя, Вебера, Ханкеля, Томсона. 
Для не пологих оболонок ( 35k ) система рівнянь(6.45), (6.46)    допускає значних 
спрощень (метод Геккелера) і приймає вигляд 
2 2
2 2 1
12 2
1 1
,
r r Vrd V d U
EhrU
r r Dd d 
                                        (6.47) 
Оскільки біля краю в зоні напружень радіуси кривини 21,rr  змінюються повільно, то 
будемо вважати їх сталими. Систему  (6.47)можна  звести до одного рівняння 
4
4
4
4 0
d U
U
d


    ; 
4
4 1
2
2
4
r Eh
Dr
   
Рішення даного рівняння запишемо в такій формі 
1 2( cos sin )U e C C
       ; 
2
2
2
1
r d U
V D
r d
   
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 Розділ 7.Стійкість  стрижневих систем  
 
 
7.1. Критерії стійкості та методи визначення критичних сил 
F
yF
y
F
F
F
FF
 
                        
                 Рис.7.1                                 Рис.7.2                                Рис.7.3    
         Рівновага сил може бути стійкою, нестійкою чи байдужою. На (рис. 7.1) куля 
знаходиться в стані стійкої рівноваги. Незначне відхиленнях Fy  від положення 
рівноваги з часом буде зменшуватись. Відхилення кулі на величину Fy  в випадку                      
(рис. 7.2) з часом буде збільшуватись. Стан рівноваги в даному випадку нестійкий. 
Нарешті при відхиленнях  кулі (рис. 7.3) на величину Py  вона буде  весь час 
залишатись в цьому положенні, Такий стан  рівноваги будемо називати байдужим. 
Визначимо роботу A , яку здійснює куля на даному  відхиленні Fy :   
1) в випадку   стійкої рівноваги                              
( ) 0FA F y          (7.1) 
2) при нестійкій рівновазі  
( ) 0FA F y    
3) в  випадку стану байдужої рівноваги  
0A  
Другу ознаку стійкості дає теорема Діріхле. По теоремі Діріхле в стані рівноваги 
потенціальна енергія  U має екстремальне значення. Якщо U має мінімум, то 
рівновага стійка, при  U максимум рівновага нестійка.  
           В ряді задач статики твердого тіла стійкість рівноваги не залежить від  
величини сил , а визначається  тільки  формою  поверхні на якій знаходиться тіло. В 
більшості випадків стійкість рівноваги залежить від співвідношення  величин 
прикладених сил. Знаходимо, наприклад, роботу системи (рис. 7.4) при відхиленні 
ланцюга на кут φ. 
2
( )
2F Q F Q
A Fd Qd Fl Ql

       
де                                             
2
(1 cos )
2F F
d l l

    
Стійка рівновага буде в випадку (7.1) 
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QFlF Ql  
Нестійка  відповідає умові        F QFl Ql . 
Силу, що відповідає байдужому стану рівноваги називають критичною:  
Q
k
F
Ql
F
l
  
Для визначення критичної сили використовують статичний, енергетичний та 
динамічний метод. За статичним методом складають статичні рівняння рівноваги 
сил в  відхиленому стані для системи.  
0F QM Fl Ql         
Одержимо рівняння  чи систему  рівнянь   відносно параметрів, що визначають  
положення системи в  відхиленому стані. Прирівнюємо до нуля  
F
Q
l F
l Q
 
Рис.7.4 
визначник   цієї  системи і знаходимо критичні сили. Наприклад, в даному випадку 
таким параметром буде кут .   . Із умови рівноваги моментів знаходимо:  
( ) 0k F QF l Ql                  
Із   визначника  цієї системи    знаходимо рівняння для  kF .   
                           ( ) 0k F QF l Ql         (7.2)                         
 
Знаходимо повну енергію системи          2(F ) / 2F QЭ l Ql    
Прирівнюючи нулю визначник даної системи, знаходимо рівняння для критичної 
сили. В нашому прикладі    для системи (рис. 7.4) 
 
Із умови                                       / 0Э    
приходимо до рівняння (7.2). Згідно динамічного методу до рівняння (7.2) 
добавляємо момент  від сил інерції I   і знаходимо рівняння  
 
I
2
2
(F ) 0F q
d
l Ql
dt

    
де  I - момент інерції системи 
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2 F QFl Ql
I


  
 Тип рішення рівняння залежить від знаку параметра 2 : 
02   - стійка рівновага 
02  - нестійка рівновага 
)(; 22   o - байдужий стан рівноваги 
Прирівнявши 02  , знову знаходимо (7.2). 
 
Приклад 7. 1. Шарик  вагоюQ   і радіусом r  розміщений в нижній частині сферичної  
 
x
Q
FR-
2r
r
R
 
Рис.7.5               
поверхні радіуса R.В цьому положенні на шар діє через штифт сила F , яка направлена 
вздовж вертикального діаметра сферичної опорної поверхні (рис.7.5). Вважаючи тіла  
абсолютно твердими, визначити умову стійкості  рівноваги шарика, якщо тертя відсутнє 
вздовж вертикального діаметра сферичної опорної поверхні                                                  
Розв’язок. Умова стійкості  системи в відхиленому стані матиме вигляд 
0F x Q y     
 
де                                                     
2
( )
2
y R r

   
Нехтуючи величинами другого порядку малості, величину x знаходимо із рівняння 
2 2
2
[( ) ] ( )
( ) [( ) ] (1 )
2
r R r r x R r
R r R r r x

      
      
 
Із даного рівняння знаходимо 
2
( 2 )( )
2
x R r R r
r

    
Величину x можна знайти як відстань між колом радіуса rR 2 і точкою контакту 
штифта з шариком  для малих кутів a, b 
2 2
( 2 )
2 2
x R r r
 
    
де                                                      ( 2 ) /R r a r     
 
Із умови стійкості знаходимо 
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2
Q r
F
R r



 
 
Приклад 7.2  Півсфера  радіуса r жорстко з’єднана  з конусом (рис.7.6). 
Визначити співвідношення між  h , r  при стійкому положенні рівноваги  тіла.                              
r
h/
4
B
3r
/8Q
h P
A
l/2
a
D
Q
F
B
K
 
 
                             Рис.7.6                                                                      Рис.7.7              
 Розв’язок.  Центр півсфери і конуса знаходиться  відповідно на відстані 4/r  і 8/3h від 
центра тіла. При відхилені від вертикалі на кут   умову стійкої рівноваги тіла можна 
записати в формі 
 
3 22 3
( ) 0
3 8 3 4
r r r h h 
     
Звідси випливає                                               3rh   
 
Приклад 7.3. Тонкий однорідний стрижень АВ довжиною l і вагою F  шарнірно 
прикріплений до полу в точці А.Стрижень утримується в положенні рівноваги двома 
сферами  вагоюQ , які підвішені на нитках  до стелі  в точці Д (рис.7.7). Визначити 
співвідношення між Q   , F   при стійкому положенні рівноваги  тіла.    
      Розв’язок. При відхиленні стрижня АВ на малий кут    від вертикалі в точці А, а 
нитки ДК на кут   справедливі співвідношення  
 
AK DK    ; 
)( ahAK  ; aDK   
Умова стійкості  системи в відхиленому стані матиме вид 
2 2 0
2
l
F Q a        
 
Звідси знаходимо умову стійкості рівноваги системи 
 
22( )h a
F Q
al

  
Приклад 7.4. Маятник 3 приєднано  до шару вагою Q ( рис 7.8). Нитка прикріплена до  
кінця стрижня 3 і через кільце 2 і блок 1 з’єднана  з вантажем F Вагою нитки і стрижня 
знехтувати. Визначити співвідношення між Q   і А при стійкому положенні рівноваги 
системи.     
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y F
F
y q
1 2
3
 
Рис.7.8              
Розв’язок. Умова стійкої рівноваги системи 
0F qF y Q y     
Знаходимо  співвідношення 
2
2q
y r

  ;
2
2 (1 sin )
2 4p
y l l
 
    
Звідси знаходимо умову стійкості рівноваги системи 
 
2F Q  
 
7.2 Стійкість стрижневих систем з конечним числом степенем     вільності 
fF
l
E I
        
f
P
m
1k
2
kl/2 l/2
 
                                     Рис.7.9                                                Рис.7.10    
M =k
          
M=k
M
                                  
                               Рис.7.11                                                         Рис.7.12 
 
        Замінимо консольну балку (рис 7.9 ) механізмом з двох жорстких ланцюгів , які 
з’єднані між собою пружним шарніром (рис 7.11). При повороті ланцюгів в різні 
сторони   на кути 1 2,   в шарнірах виникає пружний момент 1 2( )k   При 
повороті обох ланцюгів в одну сторону (рис 7.12) в пружних шарнірах виникає 
момент 2 1( )k   . Визначимо жорсткість шарнірів із умови, що прогини балки 
(рис 7.9 ) і механізму (рис 7.10 ) однакові. Прогин механізму  
1 2
1 2
(2 );
2
( ; )
2
m
l
f
l
k Fl k F
 
 
 
 
 
5
4m
Fl
f
k
  
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Прогин консольної балки                        
3
3
Fl
f
EI
  
Із умови  ffm  знаходимо     
l
EI
k
4
15
  
Знайдемо критичну силу стрижня (рис 7.13 )  як механізму з двома степенями 
вільності. 
1.Статичний метод. Позначимо    /Fa k   і складемо  рівняння моментів 
ланцюга у відхиленому стані 
 
2 1 2 2( ) 0;M Fa k                          
                               1 1 2 1(2 ) 0M Fa k       
0)12(
0)1(
21
21




                 (7.3) 
 
Прирівнюємо до нуля визначник цієї системи відносно параметрів. 
0132    
Звідси випливає                  
1,2
min
1 2
3 5
;
2
( ,382; 2,62)o

 


 
    
Критична сила             
2
2,86k
k EI
F
a l
    ; ( де   
2
l
a  )      
                                                
 
k
k
a
a
F
    
k
k
a
a
F
                                  
 
                            Рис.7.13                                                         Рис.7.14 
2.Динамічний метод. Доповнимо рівняння (7.3)силами інерції від зосередженої сили 
( 2 2/m d x dt  ) , що прикладена в верхній частині стрижня сила зміщується по 
горизонталі   
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1 2(2 )x a      
 
2 1 2 2
2 '' ''
1 2
1 1 2 1
2 '' ''
1 2
( )
(2 ) 0
(2 )
2 (2 ) 0
M Fa k
ma
M Fa k
m a
  
 
  
 
   
  
   
  
        
           
Виключаємо із двох останніх  рівнянь сили інерції  і знаходимо 
21 )2(   . 
Підставляємо в одне із останніх рівнянь і знаходимо 
2
''
2 22
( 3 1)
0
(5 2 )
k
ma
 
 

 
 

 
Переміна знаку в дробі відбувається як за рахунок чисельника, так і знаменника.   
Критичну силу знайдемо із умови 2 0  .Найменше значення min 0,382kp   як і в 
статичному методі і  відповідає нулю чисельника. 
3.Енергетичний метод  Знаходимо повну енергію системи, що складається із 
потенціальної енергії в стиснутих пружинах , які мають жорсткість k , і роботи що 
виконує сила F  на кутах φ1 ,φ2 відхилення від положення рівноваги. 
2 2 2 2
1 2 1 2 1( )
2 2 2 2
k k Fa Fa
Э

   
    
     
Із умови   
0;( 1,2)
i
Э
i

 

     
знаходимо систему  (7.3) 
Стійкість стрижня навантаженого слідкуючою силою.   Нехай сила F повертається                                                                                     
при відхиленнях  верхнього ланцюга і діє в його  напрямі (рис 7.14). Складаємо 
рівняння рівноваги моментів відносно шарнірів  
2 11
0M Fa k     
 
022   kM  
Звідси випливає, що 021   при довільних F .При навантаженнях 
слідкуючими силами не можна користуватись статичним методом.  
Складемо рівняння динамічним методом 
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Fa k m a
  
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        
 
Враховуємо, що        
Fa
k
      ;     1 2(2 )     
Із першого рівняння  системи знаходимо 
0
)25(2
''
2 

 


ma
k
 
Із умови )( 2   випливає 
5,2  ;  
2
18,75k
k EI
F
a l
   
  Точне значення критичної слідкуючої сили буде          
2
20,5k
EI
F
l
        
 
k
l
F
                                      
 
Рис. 7.15  
 
Приклад 7.5. Абсолютно жорсткий  невагомий стрижень ( EJ )довжиною l  пружно 
 
закріплено до опори (рис 7.15). При повороті стрижня на один радіан в 
 
 
опорі виникає момент величиною к. Зайти  величину критичної сили  
статичним, енергетичним  та динамічним методами. 
 
Розв’язок.  Статичний метод. Відхилимо стрижень від вертикалі  на малий кут  . 
Визначимо критичну силу, що відповідає даному байдужому стану рівноваги, з умов 
рівності моментів всіх сил відносно точки А. 
0A kM F l k        
Звідси 
/kF k l  
                                     
Енергетичний метод. Визначимо повну енергію стрижня при його  відхилені від вертикалі 
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AUE   
де A Fy  - робота сили F на відхиленні y , 
2
2xk
U

 , 
2
cos
2lx
xlly  , 
20.5 ( )E x k Fl    
 
В стані рівноваги потенціальна енергія системи  мінімальна. Критичну силу знайдемо із 
умови екстремуму 
0k
dE
k F l
dx
     
Динамічний метод. Можливий рух системи-обертовий рух відносно точки А. 
Рівняння руху системи матиме  таку форму 
2
2
d
I Fl k
dt

     
де I - момент інерції маси стрижня відносно точки А.Останнє рівняння можна записати в  
такій формі 
2
2
2
0
d
I
dt

     
де                            2 (F ) /l k I   )- кругова частота коливань. 
        Рішення даної системи має вигляд 
kte   
де  r- корінь характеристичного рівняння 
2 2 0r    
При 02  корні ( 1,2r i   )даного рівняння комплексні    і рішення має коливний  
обертовий характер коло вертикалі 
cos( )c t     
При 02   корні( 1,2r   ) характеристичного  рівняння дійсні    і рішення має 
аперіодичний характер. Кут відхилення x необмежено зростає в часі t . 
Байдужому стані рівноваги відповідає випадок 
 
2 (F ) /l k I   =0 
Звідси випливає 
/kF k l  
Визначимо величину коефіцієнта жорсткості к із умови рівності переміщень стрижня та 
механізму з жорстким ланцюгом від поперечної сили F, яка прикладена на кінці консолі 
3 / 3Fl EI l  
Запишемо умови рівноваги ланцюга при дії поперечної сили F  
Fl k  
Із останніх двох рівнянь визначаємо коефіцієнт k  
3/3 lEIk   
Наближене значення критичної сили буде      
23 /kF EI l  
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Приклад 7.6.. Визначити  наближено  критичну силу шарнірно закріпленого стрижня 
довжиною l  і жорсткістю EI  (рис 7.16). замінивши його двома абсолютно жорсткими 
ланцюгами довжиною 2/l  і  пружним шарніром жорсткістю к. Зайти  величину 
критичної сили статичним, енергетичним  та динамічним методами. 
 
     Розв’язок.  Статичний метод. Відхилимо стрижень (рис 7.17). від горизонталі  на малий 
кут  . Визначимо критичну силу, що відповідає даному байдужому стану рівноваги, з 
умови рівності моментів всіх сил відносно шарніра відносно точки А. 
2 0
2A k
l
M F k       
Звідси 
4 /kF k l  
Енергетичний метод. Визначимо повну енергію стрижня при його  відхилені від вертикалі 
AUE   
 
де 2A Fy  - робота сили F  на відхиленні  двох стрижнів на величину y , а 
2(2 ) / 2U k   - потенціальна енергія пружини. 
Постільки 2/ 2 / 2 cos / 4y l l l     , то знайдемо 
 
2 2(2 ) 1
2( )
2 4 2
k l
E P
 
     
В стані рівноваги потенціальна енергія системи  мінімальна. Критичну силу знайдемо із 
умови екстремуму енергії 
 
2 0
2k
dE l
k F
dx
      
 
Динамічний метод. Можливий рух системи-обертовий рух відносно точки А 
lF E J
    
F /l2
k
 
 
                                          Рис.7.16                                             Рис.7.17 
  
Рівняння руху системи матиме  таку форму 
2
2
2
2
d l
I P k
dt

     
де I - момент інерції маси стрижня відносно точки А.Останнє рівняння можна записати в  
такій формі 
2
2
2
0
d
I
dt

     
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де                            Ik
l
P /)2
2
(2  )- кругова частота коливань. 
Рішення даної системи має вигляд 
kte   
де  к- корінь характеристичного рівняння 
2 2 0r    
При 02  корні ( r i   )даного рівняння комплексні    і рішення має коливний  
обертовий характер коло вертикалі 
cos( )c t     
При 02   корні( 1,2r   ) характеристичного  рівняння дійсні    і рішення має 
аперіодичний характер. Кут відхилення x необмежено зростає в часі t . 
Байдужому стані рівноваги відповідає випадок 
 
2 (F 2 ) /
2
l
k I   =0 
Звідси випливає 
4 /kF k l  
 
Визначимо величину коефіцієнта жорсткості к із умови рівності переміщень стрижня та 
механізму з жорстким ланцюгом від поперечної сили , яка прикладена на кінці консолі 
3
48 2
Fl l
EI
   
Запишемо умови рівноваги ланцюга при дії поперечної сили Р  
2
2 2
F l
k   
Із останніх двох рівнянь визначаємо коефіцієнт k  
3
3
l
EI
k   
Наближене значення критичної сили буде 
 
212 /kF EI l  
 
 
Приклад 7.7.  Визначити  наближено  критичну силу шарнірно закріпленого стрижня 
довжиною L  і жорсткістю EI  (рис 7.18). замінивши його трьома абсолютно жорсткими 
ланцюгами довжиною l  і  пружним шарніром жорсткістю k . Зайти  величину критичної 
сили статичним, енергетичним  та динамічним методами. 
 
    Розв’язок.  Статичний метод. Відхилимо стрижень від горизонталі  на малий кут  . 
Визначимо критичну силу, що відповідає даному байдужому стану рівноваги, з умови 
рівності моментів всіх сил відносно шарнірів  А.С.  
(2 ) 0
(2 ) 0
A
C
M F l k
M F ly k
  
 
     
     
 
Дану систему рівнянь запишемо в такому вигляді 
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(F 2 ) 0
(F 2 ) 0
l k k
k l k
 
 
  
  
 
Прирівняємо нулю  визначник даної системи 
(F 2 )
0
(F 2 )
l k k
k l k
 

 
 
 Розкриваємо даний  визначник і знаходимо 
(1) /kF k l ,
(2) 3 /kF k l  
 
F EJ
3l
    
kk lF
A B
                                 
 
Рис.7.18                                            Рис.7.19                                          
Енергетичний метод. Визначимо повну енергію ланцюгів при їх  відхилені від горизонталі 
Э U A   
Потенційна енергія, що накопичується в пружних шарнірах 
Э  
2 2[(2 ) (2 ) ]
2
k
U         
Робота сили  на горизонтальному зміщенні  
2 2 2[ ( ) ]
2
l
         
Повна енергія системи 
2 2
2 2
[( ) (2 )
2
( )
k
Э
Fl
  
 
  
   
  
 
Знаходимо умову екстремального значення  повної енергії 
0
Э


, 0
Э


 
Дані умови запишемо в формі 
(2 5 ) (F 4 ) 0
(F 4 ) (2 4 ) 0
Fl k l k
l k x Pl k y
     
   
 
Прирівнюємо нулю визначник даної системи 
( 2 5 )(F 4 )
0
(F 4 )( 2 5 )
Fl k l k
l k Fl k
  

  
 
Розкриваємо  цей визначник і знаходимо 
(1) /F k l , (2) 3 /kF k l  
Динамічний метод. Запишемо рівняння Лагранжа  руху системи 
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1 2( ) ( 1, 2; ; )
k k k
d K K U
k q q
dt q q q
 
  
     
  
 
де     K - кінетична енергія системи. Маємо                             
2 2[(2 ) (2 ) ]
2
k
U        , 
 
2 2 2
1 2 3[ ( ) ]
2
I I I
K
          
Систему рівнянь можна записати в такому вигляді 
1 2 ( ) ( 5 2 ) ( 4 )I I k Fl k Fl               
- 2 3( ) ( 4 ) ( 5 2 )I I k Fl k Pl                
Прийнявши ( ) tt ae  , ( ) tt be  знаходимо частотне рівняння?  як визначник при 
невідомих a,b 
2 2 2
1 2 2
2 2 2
2 2 3
( 5 2 )(4 )
0
(4 )( 5 2 )
k Fl I I k Fl I
k Fl I k Fl I I
  
  
     

     
 
Критична сила знаходиться із умови 0 .Знаходимо із останнього рівняння 
( 5 2 )(4 )
0
(4 )( 5 2 )
k Fl k Fl
k Fl k Fl
  

  
 
Цей визначник  співпадає з визначником отриманим енергетичним методом. Визначимо 
величину коефіцієнта жорсткості к із умови рівності переміщень стрижня та механізму з 
жорстким ланцюгом від поперечних сили F, які прикладені в точках А (рис. 7.21).                                                                                                   
 
Al l l
F Fl l
A
M
F F
F
    
l l l
l l1
X
=1
X
=1
M
                                 
                                              Рис.7.20                                           Рис.7.21 
l l l
F
A A
F F F
kk  
Рис.7.22 
Вертикальне переміщення  балки в точці А знаходимо перемножуючи епюру 
PM  (рис. 7.20) на епюру 1M ( рис. 7.21)  
12 2(F ) / 3F FEI f M M l l l Fl l l          
 
 
Вертикальне переміщення точки А як ланцюга  
Af l    
Із умови рівноваги моментів, що діють на лівий ланцюг (рис. 7.22) 
відносно пружного шарніра A знаходимо 
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Pl k  
Із останніх рівнянь випливає 
k
lP
f A
2
  
Порівнюючи вертикальний прогин  точки А балки і механізму, знаходимо 
 
l
EI
k
5
6
  
Визначимо  наближене значення критичної сили 
 
(1)
2
/ 10.8k
EI
F k l
L
   
Підставимо (1) /kP k l  в рівняння    (F 2 ) 0l k k      і знайдемо 
   
Форма переміщень для першої критичної сили при втраті стійкості  
буде  симетрична. 
Підставимо
(2) 3 /kF k l  в рівняння    (F 2 ) 0l k k      і знайдемо 
    
Форма переміщень для другої критичної сили при втраті стійкості буде  кососиметрична. 
  
 7.3. Точні методи розв’язання задач стійкості стрижнів                                           
 
Fk
l
E
x
a
I
 
                                                                        Рис 7.23 
Нехай стрижень довжиною l  (рис. 7.23) при стисканні   згинається. Верхня частина  
стрижня  абсолютно жорстка. Згідно статичного методу складемо рівняння рівноваги  
стрижня в відхиленому стані рівноваги. 
                    
2
2
( , ) ( )
d y
EI M x y Fy M x
dx
              (7.4)    
                                      xxM )(  
Коефіцієнти  ,  означають введені параметри :лінійне та  кутове зміщення (  
, ) реакцію R  та момент m   на кінці стрижня. Наприклад, для даного  стрижня  
( , ) ( )M x y F y Fa k x       . 
( ) ( )M x k x F a         
2
2
( )
d y
EI Fy M x
dx
           
Рішення даного рівняння  запишемо в такій формі 
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( )
( ) cos sin
M x
y x A nx B nx
F
                             (7.5) 
де                                2
F
n
EI
 ,        constBA ),(  
В формулу (7.5)  входить дві сталі ),( BA  і введені в функцію )(xM кінематичні 
),(   чи силові параметри ),( mR .В кожній задачі кількість введених параметрів 
різна і змінюється від о до 2.На кожному кінці стрижня ставиться граничні умови на 
зміщення або на її похідну. Для задачі (рис. 7.23) граничні умови будуть: 
'(0) 0, (0) 0;y y  x l  '( ) ; ( )y l y l    
 Із перших двох рівнянь  виражаємо сталі ),( mR  через параметр ),(  і знаходимо    
однорідну систему двох рівнянь відносно даних параметрів. Із рівності нулю 
визначника  даної системи отримуємо рівняння ля визначення n . 
Менший корінь даного  рівняння  minn визначає критичну силу 
2 2
min /kF n EI l  
Рівняння (7.4) можна представити  в іншій загальній формі  
                              EI
4 2
4 2
0
d y d y
F
dx dx
          (7.6)             
Другий доданок рівняння визначає погонну поперечну силу q нормальну до осі х. 
Рішенням цього рівняння буде вираз 
DCxnxBnxAxy  sincos)(                (7.7) 
Граничні умови ставляться на             
'",",, ' yyyy . 
Так, для вільного краю при  
0)()('"
,0)(";
2 

lynly
lylx
 
Нехай при 0x  маємо початкові параметри  
0000 ,,, Rmy   
 При 0x  маємо: 
;0 DAy   
2
0
0 ; EI
m
CBn   
 
20 An
EI
m
  
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20 Cn
EI
R
  
Звідси випливає 
0;
R R
C B
F n Fn

    
0 0
0;
M M
A D y
f F
     
Рішення(7.8) задачі стійкості стрижня прийме форму 
                    
0 0
0( ) sin (1 cos )
( sin )
m
y x y nx nx
n P
R
nx nx
nF

    
 
      (7.8) 
Рішення  в формі (7.8)  називають рішенням за методом початкових параметрів.   
Приклад 7.8. Знайти статичним методом величину критичної сили консольного стрижня  
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Рис.7.24       
 
l
E I ,
F
M F
l
E I ,
M = 11
 
 
                                                Рис. 7.25                                Рис. 7.26                   
 
 
(рис. 7.24) з пружною опорою , як  що  L l , EJ EI .   
 
 
                                     
Розв’язок.  Диференціальне рівняння стійкості стрижня  
 
2 2( / ) ( )EI d y dx F d y   
 
Рішення даного рівняння має вид 
 
dnxCnxCy  sincos 21  
де                                             2 /n F EI  
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Граничні умови                    1) 0)0( y  ,  
    2)   1
1
(F ) 1
(0)
3
d L
a y
EI
 
   
Кут повороту консольного стрижня знаходимо із розв’язку nCy  2)0(  
Кут повороту горизонтального шарнірно закріпленого стрижня знаходимо , 
перемножуючи  епюри  MF F d   (рис.7.25) та M =1 (рис.7.26) 
  Граничні умови запишемо в такій формі 
1 2, 3
Fdl
C d C n
EI
     
Оскільки     2F n EI   ,  то            2
( )
3
d nl
C            
Третя  гранична умова               dLy )(             
Звідси випливає                   1 2
3
( ) /tq nl C C
nl
    
В нашому випадку при  znl   
( ) 3ztq z   
Найменший корінь даного рівняння     minz =1.192 
2
1.421k
EI
F
l
  
 
Приклад 7.9. Знайти статичним методом величину критичної сили консольного стрижня  
з пружною опорою , як  що  L l , EJ EI . 
Розв’язок.  Диференціальне рівняння стійкості стрижня  
 
2 2( / ) ( )EI d y dx F d y   
 
 
F
lE I
d d
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Рис.7.27 
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l
E I,
M=11
 
                                      Рис. 7.28                                              Рис.7.29 
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Рішення даного рівняння має вид 
 
dnxCnxCy  sincos 21  
Для симетричної форми втрати стійкості(рис. 7.27)  консольними стрижня епюра моментів 
MF F d    горизонтального стрижня показана на (рис.7.28). Одинична епюра 
представлена на  (рис.7.29). Граничні умови   для  симетричної форми  при втраті 
стійкості  
 
 
де                                             2 /n F EI  
 
1) 0)0( y  ;   2)   2
(F ) 1
2
d l
C n
EI
 
  
Третя  гранична умова                       dLy )(  
 
Звідси знаходимо   при nlz       1 2/tqnl C C            
Прирівнюємо до нуля визначник системи і знаходимо ( ) 2 /tq z z  
Найменший корінь даного рівняння     minz =1.077 
2
1.16kp
EI
P
l
  
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Рис.7.30 
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Рис. 7.31                       Рис.7.32 
 
 
 
 
Для кососиметричної форми втрати стійкості консольними стрижня (рис.7.30).)  епюра 
моментів MF та 1M     горизонтального стрижня показана на (рис.7.31), (рис.7.32). 
В даному випадку                               2
(F ) 1
6
d l
C n
EI
 
  ., 
( ) 6 /tq z z , minz =1..35 
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2
1.82k
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Приклад 7.10.. Знайти статичним методом величину критичної сили консольного 
стрижня  (рис.7.33) з пружними  відносно повороту опорами (рис.7.34). 
 
)0(00 yCm  )0(00 yCm  , )0(00 yCm   
     Розв’язок.  Диференціальне рівняння стійкості стрижня  
2 2
1 1( / )EI d y dx Fy m Y x      
Рішення даного рівняння має вид 
1
1 2 1cos sin / F
Y x
y A nx A nx m
F
    ,             2 /n F EI                                             
11,mY -  реакція та момент в опорі. 
Граничні умови                                0 0(0) 0, (0)y m C y   ; 
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                                       Рис. 7.33                                              Рис. 7.34.      
 
Звідси знаходимо                             1 /A m F  , 2 1 0/ ( )A Y C n F    
Рішення даного рівняння прийме таку форму  
 
1 1 0/ F(1 cos ) / ( )( sin )y m nx Y nF nx C nx     
Запишемо  ще дві граничні умови на іншому торці стрижня 
)(,0)( 11 lyCmly   
Прирівнюємо до нуля визначник  другого порядку даної однорідної системи і знаходимо 
характеристичне рівняння для визначення nlz   
0]sin)cos1(2[
)cos(sin)(sin3


zzz
zzzzzz


 
де                                        )/(0 EIlC  , )/(1 EIlC   
Значення параметра 2z в залежності від величин  ,  приведені в таблиці 14 
Критичну силу знаходимо із формули   2 2/kF z EI l  
                  Таблиця 14.Значення коренів характеристичного рівняння стійкості 
  
  
0 0.5 1 5 10 50   
0 2  10.8 11.6 15.19 17.06 19.18 20.16 
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0.5 10.8 11.75 12.59 16.49 18.33 20.86 21.65 
1 11.6 12.59 13.3 17.61 19.56 22.13 22.96 
5 15.19 16.4 17.61 22.58 25.23 28.5 29.56 
продовження таблиці  14 
10 17.06 18.38 19.56 25.23 28.36 31.93 32.95 
50 19.18 20.86 22.13 28.5 31.93 36.7 37.96 
  20.16 21.65 22.96 29.57 32.45 37.96 24  
 
 
7.4. Наближені методи розв’язання задач стійкості стрижнів 
 
Метод послідовних наближень. Диференціальне рівняння стійкості стрижня 
4 2
1
0 4 2
( ) 0k k
d y d y
EI I x F
dx dx
    
Рішення даного рівняння приймемо в вигляді   )()( xxyk   
Функція )(x  задовольняє геометричним граничним умовам задачі. Підставляємо  
цю функцію в диференціальне рівняння  і знаходимо 
34
1
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( ) [ )
( )
ik
r i
i
y xF
y x dx C x
EI I x


                   
Для стрижня сталого перерізу 0 ( )I x =1 і рівняння стійкості можна записати в 
вигляді    
2
1
2 32
k
k
d y
EI Fy C C x
dx
      
32
1
00
( ) [ ( ) )ir k i
i
F
y x y x dx C x
EI 
                              (7.9)    
Із граничних умов знаходимо )3,2,1,0(, iCi  і запишемо 
1 1
0
( ) ( )k
F
y x x
EI
    
Із умови                         )2/()2/(1 lyly kk   
 
знаходимо критичну силу першого  наближення 
)
2
(
)2/(
1
0
1
l
l
EIPk


  
Аналогічно знаходиться друге наближення з початковою функцією  )(1 x .Два 
наближення  повинні відрізнятись одне від одного не більше ніж на 5%. 
Метод  Рітца. .Знаходимо повну енергію при повздовжньому згині стрижня 
AUЭ   
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2
2 2
2
0 0
( )( ) ( )
2 2
l lE d y F dy
Э I x dx dx
dxdx
     
 
Функцію переміщень візьмемо в такій формі 
)()( xaxy n
n
n  
Одержимо                                  )( nаЭЭ              
Із умови                                     ...)2,1(,0 


n
a
Э
n
 
 
Одержимо однорідну систему алгебраїчних рівнянь відносно na .Прирівнюємо до 
нуля визначник даної системи одержимо алгебраїчне рівняння для визначення kP  
  Метод скінчених  елементів. Для скінченого елемента, який жорстко зв’язаний    
  з рештою стрижня , позначимо узагальнені переміщення в такій формі 
242312,11 ,,   zyzzyz  


4
1
)()(
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ii zФy   
)231()( 321  Ф , )2()(
32
2   lФ  
 
)23()( 323  Ф )()(
32
4   lФ  
 
Повна енергія при повздовжньому згині  елемента 
2
2
2
0
2
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2
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l
l
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i
E d y
Э U A I x dx
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dx F z
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Із умови   найменшого значення повної енергії в стані рівноваги знаходимо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно iz  
...)2,1(,0 


n
a
Э
n
 
Прирівнюємо до нуля визначник даної системи і одержимо 
 
                          ( )cF K K   
 
                                              (7.10)  
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Для жорсткого вузла 1 знаходимо  однорідну систему рівнянь.  
1 1 1( ) y 0
I IIQ Q F   ,    1 1 1( ) 0
I IIM M M     
Прирівнюємо до нуля визначник системи і одержимо рівняння для визначення критичної 
сили   
Метод Коробова. Даний наближений метод використовується для визначення 
l
y
l nF
x
 
Рис. 7.35 
критичних сил консольно навантажених стрижнів (рис.7.35)..Якщо сила 
прикладається в точці A , то  маємо 
2
2k
EI
F
l

 . 
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При навантаженні в точці B  довжина l замінюється на il .Можна написати 
2( )ii k
l
F F
l
 . 
Можна вважати, що при переміщенні сили  iP вздовж осі стержня з точки B в точку 
A  вона змінюється на величину  
2( )i
l
PF
l
. 
При навантаженні стрижня системою сил маємо таку формулу                    
2 2 2
1
/ 4 ( / )
n
i i
i
EI l F l l

   
Приклад 7.11.  Визначити критичну силу (), (рис.7.36).) стрижня з проміжною пружною 
опорою. Жорсткість стрижня на згин EI , довжина l ,  жорсткість проміжної опори c . 
    Розв’язок.    Нехай   прогин стрижня після втрати стійкості має вигляд 
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                        Рис. 7.36                               Рис. 7.37                           Рис. 7.38                                    
                
Виконуються граничні умови                          0)0('',0)0(  yy  
                             0)('',0)(  lyly  
 
Розглянемо випадок (рис.7.37) , коли жорсткість проміжної опори незначна і стрижень 
деформується по одній хвилі . В даному випадку 1)2/( aly  і форма прогину 
прийме форму 
l
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Повна енергія системи 
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Складемо  однорідну систему рівнянь відносно 21,aa  
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Після інтегрування однорідна система рівнянь прийме вигляд 
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Визначник даної системи прирівнюємо до нуля 
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Перша критична сила відповідає (рис.7.37) симетричній формі втрати стійкості, друга 
(рис.7.38) кососиметричній формі. Із умови 
 
22
4 2

 lc
l
EI

2
44
l
EI
  
Знаходимо критичну жорсткість  kpc  , при якій проходить зміна форм втрати стійкості з 
першої на другу 
3
146
l
EI
ckp   
 
Приклад 7.12  Для стрижня довжиною l і жорсткістю на згин EI  знайти методом 
послідовних наближень критичну силу шарнірно закріпленого стрижня при стисканні 
силою F.  
   
   Розв’язок.    Нехай  переміщення стрижня після втрати стійкості має вид 
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В першому наближенні переміщення має вид 
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Із умови                                 )5.0()5.0( 10 yy      
Знаходимо в першому наближенні критичну силу 
29.6 /kF EI l  
 
Приклад 7.13. Для стрижня довжиною l і жорсткістю на згин EI  знайти методом 
послідовних наближень критичну силу защемленого по торцям стрижня при стисканні 
силою F .  
   
    Розв’язок.    Нехай  переміщення стрижня після втрати стійкості має вид 
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Функція )(1 y першого наближення знаходимо із формули 
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Граничні умови 
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В першому наближенні функція  переміщень має вид 
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Знаходимо в першому наближенні критичну силу 
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Приклад 7.14. Для стрижня довжиною l і жорсткістю на згин EI  знайти методом 
послідовних наближень критичну силу стрижня при стисканні силою F . Стриженя  
закріплено по одному торцю  шарнірно , а по іншому жорстко.  
   
   Розв’язок.    Нехай  переміщення стрижня після втрати стійкості має вид 
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Функція )(1 y першого наближення знаходимо із формули 
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 - 183 - - -  
012/13
;020/1
31
31


CC
CC
 
Звідси знаходимо 
30/1:60/1 13  CC  
 
В першому наближенні функція  переміщень має вид 
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021.0)5.0(2 y  
Із умови                                 )5.0()5.0( 2` yy     
випливає значення критичної сили  в другому наближенні 
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219.34 /kpF EI l  
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1
F
 
Рис. 7.39 
Приклад 7.15. Знайти критичну силу затиснутого по торцям стрижня (рис.7.39) 
довжиною L  і згинною жорсткістю EI методом скінчених елементів. 
 
     Розв’язок. Розділимо стрижень на два елементи I і II    довжиною 2/Ll  .Границі 
елементів позначимо точками 2,1,0 . 
В точці 1 по місцю стику першого і другого елементу виникає горизонтальне 
переміщення 1y .Із умови симетрії лінії згину випливає , що кут нахилу 01 a . 
Вектори переміщень I і II     елементів мають вид 













0
0
0
1y
I             ;        













0
0
0
1y
II  
В точці 1 складаємо рівняння 
0)( 111  yQQ
III  
Використовуючи залежність між векторами сил та переміщень маємо 
1 13
2 ( 12 6 ) 0
5
EI F
y y
ll
      
Звідки знаходимо. 
2 2
10
40k
EI EI
F
l L
   
        
Приклад 7.16. Знайти критичну силу защемленого по торцям стрижня (рис.7.39) 
довжиною L  і згинною жорсткістю EI  на першій і 2EI на другій методом скінчених 
елементів. 
 
Вектори переміщень I і II     елементів мають вид 













1
1
0
0
a
y
I             ;        













0
0
1
1
a
y
II  
В точці 1 складаємо рівняння 
0)( 111  yQQ
III  
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0)( 111  aMM
III  
 
Позначивши 2 /Fl EI  , систему рівнянь можна записати в такій формі 
0)26.012()(6
06)()4.236(
01
11




lay
lay
 
Прирівнюючи до нуля визначник даної  однорідної системи , знаходимо 
03616.38624.0 2    
Менший корінь даного рівняння     
2468.13min   
 
Критична сила виразиться формулою 
2
53kp
EI
F
L
  
 
Приклад 7.17. Знайти критичну силу шарнірно закріпленого  по торцям стрижня 
довжиною L  і згинною жорсткістю EI методом скінчених елементів. 
 
   Розв’язок. Розділимо стрижень на два елементи I і II    довжиною 2/Ll  . Границі 
елементів позначимо точками 2,1,0 . 
В точці 1 по місцю стику першого і другого елементу виникає горизонтальне 
переміщення 1y . На торцях маємо кути нахилу 0 і ( 2 0   ) . Із умови симетрії лінії 
згину випливає , що кут нахилу 1 0  . 
Вектори переміщень I і II     елементів мають вид 
0
1
0
0
I
y


 
 
 
 
 
 
            ;        
1
0
0
0
II
y


 
 
 
 
 
 
 
В точці 1 складаємо рівняння    
                     1)  00 
IM     (або 02 
IIM ) 
         2) 0)( 111  yQQ
III  
 
 
Використовуючи залежність між векторами сил та переміщень маємо 
1) 2 20 1 0 13 (4 6 ) (0.134 0.1 ) 0
EI F
l ly l ly
ll
     ; 
2) 0 1 0 13 ( 6 12 ) (0.1 1 / 2 ) 0
EI F
l y l y
ll
       
Позначивши 2 /Fl EI  , систему рівнянь можна записати в такій формі 
0)1.06()()2.112(
0)134.04)(()1.06(
01
01




lay
lay
 
Прирівнюючи до нуля визначник даної  однорідної системи , знаходимо 
012208.51508.0 2    
Менший корінь даного рівняння     
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469.2min   
 
Критична сила виразиться формулою 
2
9.87k
EI
F
L
  
  7.5. Стійкість стрижнів  на пружній основі.           
Нехай стрижень   знаходиться в пружному середовищі з коефіцієнтом пружності 
r . При  відхиленні осі стрижня на величину y на стрижень діє сила ry  (рис.7.40) 
по нормалі до  осі х. Диференціальне рівняння стійкості стрижня на пружній основі  
буде мати вигляд 
4 2
4 2
0
d y d y
EI F ky
dx dx
    
Приймемо що стрижень шарнірно закріплений по торцях, тобто 
0)0()0( "  yy      0)()( "  lyly  
r
F
y
x
y
                                                                                             
Рис. 7.40                                                                                                                             
Рішення рівняння стійкості при умовах буде lmxCxy /sin)(   
де ,...)2,1(.;  mconstC - невідоме число півхвиль 
Знаходимо                 
                                    2
2
[ )eF F m
m

        (7.11)                                                                           
2)             
Критична сила Ейлера   ( 1, 0)m    
2
2e
EI
F
l

  
EI
rl
4
4

  . 
Значення 1min m  буде зберігатись і при 0  
1 [1 )]eF P    
При 2m  отримаєш   рівняння іншої прямої лінії   
2 [4 ]4e
F F

                   
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При 4   прямі 1F ,  2F перетинаються і дають значення критичної сили 
5 eF F .Аналогічно знаходимо точки перетину інших прямих ліній, де m  
розглядається як параметр. 
2
2
2
2
)1(
)1[(][


m
m
m
m

  
Звідси знаходимо                             22 )1(  mm   . 
Критичну силу визначаємо по формулі (7.12) . Число півхвиль  m знаходимо із 
нерівностей 
)14436(,3)364(
,2)40(,1




m
mm
                        
Приклад 7.18. Стрижень AA   розміщено (рис.7.41) в стиснутій зоні  двох 
лонжеронного крила (стрингер) .Стрингер шарнірно закріплений по обох торцях  і має 
довжину l =2м . Стрингер підкріплено нервюрами-поперечними балками, які шарнірно 
закріплені по обох торцях на полки лонжеронів. Відстань між лонжеронами a =0.5м, а 
відстань між  рівномірно розміщеними нервюрами складає величину s =0.2м. Момент 
інерції перерізу стрингера 
ctI =1см
4 , нервюри нI =0.1см
4, площа поперечного перерізу 1.5ctS   см
2; матеріал 
стрингера і нервюри дуралюмін 5102 E МПа, нц =220 МПа. 
    Визначити критичну силу kF стрингера та довжину півхвилі, вважаючи непереривним 
розміщенням погонних   реактивних сил від нервюр. 
 
    Розв’язок. При втраті стійкості стрингер ( AA  ) згинається і тисне нервюру ( CC  ) 
силою R . Під кожною нервюрою виникає переміщення y , яке виникає від згину 
шарнірно закріпленого стрижня силою R і має місце залежність 
a/2
s la
F
F
A
A
CC
 
Рис. 7.41 
y
l
EI
R н 
3
48
 
 Кожна нервюра представляє собою пружину жорсткістю  
3
48
l
EIн  на  розтяг. Знайдемо 
наближену погонну жорсткість (при умові 43/ sl ) 
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sl
EI
r н


3
48
 
Критичну силу знайдемо із формули (7.12) 
2
2
k
ý
F r
n
F n
   
 
 
де                                           4
3
)(
48

l
EIsl
EI
r
ct
н 

   ,  
2
2
ct
ý
EI
F
l

 ,             n - число хвиль 
 
Число хвиль при втраті стійкості стрингера  визначається із нерівностей 
 
      4r ,   1n  
 
364  r , 2n  
 
14436  r , 3n  
 
 
В нашому випадку                    72.30r , 2n , 
 
Знаходимо                                    2
2
k
ý
F r
n
F n
  =11.9,  
2
2
ct
ý
EI
F
l

 =1.73 кН 
2
2
( )k ý
r
F n P
n
  =15.4  кН 
Напруження в стрингері при втраті стійкості складає 
 
kp
kp
ct
F
S
  115 МПа< нц  
Довжина півхвилі               2/1 ll  ,             1l =1м 
 
7.6. Згинно крутна  форма втрати стрижнів відкритого профілю при 
стисканні 
 
          Диференціальне рівняння обмеженого кручення можна записати так 
 
                           4 4 2 2 2/ / kd dz k d dz m      (7.12) 
де     a  - кут закручування перерізу, km - погонний крутний момент.              
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     Розглянемо тонкостінний стрижень, з двома осями симетрії (рис.7.42), що 
стискається вздовж осі z  силою F S .Будемо вважати, що при втраті стійкості всі 
волокна стержня , крім центрального,  тільки закручуються. Розглянемо волокно  . 
(рис.7.43) ,що розміщене на відстані r   від осі z  і паралельне до неї. Після втрати 
стійкості волокно займе положення   дотична до цієї лінії в нахилена під кутом 
x  до осі z .Враховуємо, що площа волокна дорівнює dS , а горизонтальна проекція 
зусилля  dS  і знаходимо момент   k
F
M dS   
y
z
    
z
dz F
 
                             Рис. 7.42                                                          Рис. 7.43 
   
Погонний скрутний момент km знайдемо із умови       
/ ( / )k k
F
m dM dz d dz dS      
Між кутами  ,  існує залежність                dzd    
Звідси випливає                                                 
dz
d
  ; 
2
2
2
2
2
dz
d
IdF
dz
d
m P
F
k



   
 
Позначимо                                                B
dz
d
EI 
2
2
  
     де  величина  B  називається бімоментом 
     Із останніх двох співвідношень випливає 
                        B
EI
I
m Pk


  
Рівняння (15.7) матиме вигляд 
                         0)(
2
2
 B
EI
GI
EI
I
dz
Bd kP


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Приймемо ,що на границях відсутні нормальні напруження від обмеженого 
кручення, тоді граничні умови будуть мати такий вигляд  
                                           0)(,0)0(  lBB . 
Позначимо                       


EI
GI
EI
I
k kP 2  
Рішення рівняння (16.7) запишемо в такій формі 
kzCkzCB cossin 21                (7.13) 
Із граничних умов знаходимо .02 C При 01 C  матимемо min)(kl і 
найменше критичне напруження, що відповідає крутильній формі стійкості буде                                       
p
k
p I
GI
Il
EI

2
2


         (7.14) 
                                               
Для  тонкостінних стержнів можна знехтувати другим доданком. Що враховує 
напруження вільного кручення і записати 
2
2
p
EI
l I



   
При інших граничних умовах диференціальне рівняння стійкості беруть в формі                          
0)(
1
2
2
4
4

dz
d
GII
EIdz
d
kp




 
Нехай, наприклад, кінцеві розрізи не повертаються, а залишаються плоскими. 
Матимемо такі граничні умови 
0)(',0)(
;0)0(',0)0(


ll 

 
Як і для стрижня цільного перерізу при втраті стійкості від згину знаходимо 
p
k
p I
GI
Il
EI

2
2
)(

 

       (7.15) 
Коефіцієнт приведеної довжини  =0,5.При одному защемленому, а при іншому  
вільному  =2.Якщо один переріз защемлений а інший закріплений тільки повороту, 
то  =0,7.Величину 

 потрібно порівняти з критичними напруженнями згину в 
площинах zoyzox, . 
Fl
EI x
x 2
2
     ;       
Fl
EI y
y 2
2
   
Розглянемо  стискання тонкостінного стрижня з однією віссю симетрії (рис.7.44). 
Диференціальне рівняння стійкості матиме вигляд  
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0)(
1
2
2
 BGII
IEdz
Bd
kP

                 
де II p ,  - полярний момент і секторальний моменти інерції перерізу відносно осі 
кручення, а відповідні величини  II p ,  беруться відносно  осі, 
що проходить  через центр ваги. Рішення даного рівняння аналогічно (7.13) і 
критичні напруження приймемо в формі (7.14) 
 
                                               
z
D
y
K
yk
 
Рис. 7.44 
                      
p
k
p
k I
GI
Il
IE

2
2
                                      (7.16) 
Початок координат розмістимо в центрі ваги перерізу (рис.7.44).Положення центру 
кручення знайдемо із умови, що критичне напруження k буде найменшим із всіх 
можливих. Нехай точка K  з координатами ( kyyx  ,0 ) є центр кручення-
згину при втраті стійкості, тоді секторальна площа k  відносно  центра кручення 
буде мати вираз    )( xykk    , де   означає секторальну площу відносно 
центра ваги (точка С). Визначимо секторальний момент I відносно точки K  
ykyk
FF F F
kkk
IyRyI
dFxyxdFydFdFI
2
2222
2
2

   

 
 
де yII , - відповідно секторальний і звичайний моменти інерції перерізу відносно 
центра ваги ,а величина 
F
y xdFR  - секторальний  лінійний момент  площі. 
Полярний момент інерції відносно точки K  буде 
zyp III   
де вісь z  проходить через точку K . Маємо: 
. FyII kzz
2 ; 
FyIFyIII kpkxyp
22   
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Критичне напруження (7.16) прийме вигляд 
                
Fyl
GIIyRyI
l
E
kp
kykyk
k 2
)
2
2
2
2(





           (7.17) 
Позначимо                             
                                      )(
2
2
p
k
p I
GI
Il
EI
 

 ; 
                                       
Fl
EI y
y 2
2
  ; 
p
y
y
FIl
ER
2
2
  ; 
Pk IFy /  
Вираз (7.17) можна переписати в такому вигляді 
                   
2
2
1
2


 


 yyk              (7.18)                  
Із умови                       0/  dd       
             2 2( 2 2 )(1 ) 2 (1 )) 0y y k                        
Із останнього  виразу знаходимо 
                                
ky
y




                         (7.19)                           
Із(7.18) , (7.19) випливає                      
0))(( 2  yykk    
Звідси знаходимо                          
0)()( 22  yyykk    
Виберемо найменший корінь даного рівняння 
             22)
2
(
2 y
yy
k 

  



                       (7.20)       
Поряд з згинно  крутною формою втрати стійкості можлива і чисто згинальна 
форма. Критичне напруження в цьому випадку буде 
Fl
EI x
x 2
2
   
Критичним напруженням буде менше із двох величин kx  , . Знаходимо 
координату центру кручення  
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F
I
y p
ky
y
k )( 


                     (7.21)       
Центр кручення не співпадає ні з центром ваги , ні з центром згину: точка Д  з 
координатою  Dy .Координата центру згину тонкостінного стрижня  знаходиться по 
формулі 
y
y
D I
R
y                                       (7.22)       
Оскільки                      Dy
p
Dyy I
F
y    
p
DD I
F
y  
Формула (7.22) приймає вигляд 
)( ky
yD
k
y
y



    (7.23)       
Звідси робимо висновок, що в загальному випадку Dk yy  . Останню формулу 
можна записати в такій формі  
ky
yD




      
Приклад 7.19. Визначити критичну силу kF  для  дуралюмінового стиснутого 
стрижня  (рис.7.45)довжиною   l =1м ,товщиною  =1 мм, якщо   5107.0 E  
МПа, 51028.0 G  МПа, пц =200 МПа Координати y,z являються головними 
центральними осями перерізую. Знаходимо положення центра ваги перерізу 
/ 8.7c i i i
i i
y S y S ì ì    
y19
1913
13
yc yz
9.5
 
 
                               Рис. 7.45                                                 Рис. 7.46       
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180,5
A
A
 
Рис. 7.47 
Моменти інерції перерізу 3333 102.5:1011 ммIммI zy  о  системи  відносно 
координатних  ліній y,z. 
3333 102.5:1011 ммIммI zy   
Полярний момент інерції перерізу відносно центру ваги перерізу 
33102.16 ммIII zyP   
Площа перерізу 
23 19 2 13 83S ì ì      
Крутний момент інерції перерізу   
4283/)193132( ммI k   
По правилу Верещагіна перемножуємо епюри A ( рис.7.47) та z (рис.7.46)і 
знаходимо  секторальний статичний момент AyR , , де епюра  A  побудована 
відносно довільної точки А  
                                       
F
Ay ммzdFR
5
, 1033,49  
Позначимо   через епюру секторальної площі відносно центра ваги перерізу і 
,використовуючи формулу  
                                         zyA  0  
де 0y =10.3 мм  відстань від точки А до центра ваги перерізу. 
Знаходимо центральний статичний секторальний  момент перерізу yR  
 
53
0,0 10163)( ммIyRdzzyzdzR yAy
F F
Ay      
Знаходимо секторальний момент інерції відносно точки А 
 
F
AA ммdFI
652
, 1033.6  
Секторальний момент інерції відносно центру ваги перерізу 
662
00, 1082.22 ммIyRyII yyA    
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Знаходимо напруження  ,y  і параметр ρу 
2
2
2
91.5 /
y
y
EI
н мм
l S
  

  
2
2
2
/5.168)( ммн
I
GI
Il
EI
p
k
p
 

  
2
2
2
97.5 /yy
p
ER
н мм
l SI
 

  
Знаходимо  згинно крутне критичне напруження 
22)
2
(
2 y
yy
k 

  



 2/2.25 ммн  
Згинне критичне напруження 
2
2
2
43 /xz
EI
н мм
l S
 

  
Розрахунковим критичним напруженням буде k .Критичну силу знайдемо по 
формулі  
32.09 10k kF S н    
Знаходимо координату центра закручування перерізу при втраті стійкості 
 
20.5
( )
y p
k
y k
I
y мм
S
 


 
 
Центр згину перерізу         
ммIRy yyD 8.14/   
 
 
7.7.Стійкість кругових стрижнів і балок 
   
q R q
R
R
w
 
                                             Рис. 7.48                                               Рис. 7.49       
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      При рівномірному стисканні круглого кільця погонними силами q ( рис.7.48) 
виникає погонна внутрішня сила qRN  , яка стискає кільце (рис.7.49) . Рівняння 
стійкості кільця  можна записати в такій формі  
  
  02
2
2
 wn
d
wd

                     
де 
EI
qR
n
3
2 1  
Рішення цього однорідного рівняння буде:  
                          
 nBnAw sincos   
Граничні умови               0)0( w   , 0)5.0( w  
Звідси випливає                   0
2
sin 

n ,  2min n ;      
3
/3 REIqk             (7.24) 
Для визначення критичного тиску krp довгої стиснутої циліндричної труби 
підставимо 
)21( 

E
E ,  
12
3h
I  ; 
3
)2
)(
1(4 R
hE
pk

                   (7.25) 
Для стиснутої кругової арки з пружними опорами жорсткістю 11r знаходимо 



11sin
sin
rqRwM     ,  
EI
Rr
c


sin
2
11  
Рівняння матиме вигляд         


sin2
2
2
cwn
d
wd
                    
Рішення рівняння запишемо в такій формі  
1
sin
sincos
2 

n
C
nBnAw

      
Граничні умови                         0)0( w , ,0)( w             
Із умови ненульового рішення даної системи знаходимо 
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Rr
EIn
ctg
n
tgn
11
2 )1( 



       
Після визначення  найменшого значення  minn  знаходимо 
3
2
min )1(
R
EI
nqk   
 
Розглянемо втрату стійкості плоскої форми згину балки полоси 
Плоска форма згинання полосни (рис.7.50) може виявитися нестійкою і вона буде 
закручуватись відносно осі x  і згинатись в площині .zoy  При повороті перерізу на 
кут  в перерізі з’являться згинальний момент  і скрутний момент  
dx
dy
MM x  + 0M . 
M M
y 1 x1 z1l
z
y
x
 
Рис. 7.50 
Сталий момент 0M виникає в опорах при закручуванні стержня. Запишемо два 
диференціальні рівняння згину і кручення в такій формі:  
0
2
2
 M
dx
yd
EI         
dx
dy
M
dx
d
GIk 

+ 0M  
Виключаємо з даної системи кут φ знаходимо 
M
M
kyky 022 ''''   ;  
EIGI
M
k
k
2
2   
Рішення даного рівняння має вид 
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M
M
kxC
kxCCxy
0
2
31
sin
cos)(


 
)cossin( 33
2
kzCkzC
M
EIk
  
Граничні умови :         
0
(0) 0, (0) 0;d y     
0)(;0)(  lyl  
0sin
,0sin
,0,0
3
0
3
331



klC
l
M
M
klC
CCC
 
Звідси випливає                  min)(kl ;   
kkr EIGIlM )/(   (7.26) 
Приклад 7.20. Підібрати  (рис.7.51) переріз  стиснутого  погонним тиском 
ммнqkp /5.1   кругового кільця складеного(рис.7.52)   із двох пресованих  кутовиків 
(Пр-102). Кільце   діаметра  Д=1200мм виготовлено із дуралуміна Д16Т. 
q R
y c
x
ПР-102
 
                                                   Рис. 7.51                                     Рис.  7.52                 . 
Розв’язок. Критичний тиск на шпангоут визначається формулою (7.24) 
3
3
R
EI
pkp   
Звідси знаходимо 
 
3
5
633
103.0
1072.03
106)5.12(
3




E
Rp
I
kp
мм4=0.3см4 
Кутовик №1 (ПР-102) має такі характеристики : момент інерції відносно центральної осі 
064.0xI см
4, площа перерізу 0.292S   см4,  відстань від  краю полки до центра ваги 
496.0oy см. Знаходимо момент інерції  для подвійного  склепаного кутовика №1 
відносно центральної осі 
22( )x c
I I y S    0.429см4 
                                     
7.8. Розрахунок рам на стійкість методом переміщень       
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  Розглянемо (рис.7.53) стиснутий силою F   стандартний елемент  методу переміщень , 
сили і моменти в опорах. Будемо вважати , що жорстка опора повертається по 
годинниковій  стрілці на кут 1o    
В опорі виникає сила R і момент m . Із формули (7.8) при 0 0, 1oy     
sin
( ) (1 cos )
( sin )
nx m
y x nx
n F
R
nx nx
Pn
    
 
 
Із рішення системи рівнянь   
0)( ly  ; 0 Rlm  
знаходимо 
 1 1
3
3 ; ( )
i
m i R
l
       
;
F EI
nl l i
EI l
            
2
1 ( ) / 3( )tg tg        (7.27) 
 
Епюра моментів показана на (рис.7.54). 
F
i,l
z=1
3i/l
             
F
i,l
z=
1
3i/l
2
 
Рис. 7.53                                             Рис. 7.54 
 
 Нехай права опора даного елементу  (рис.7.54) зміщується на 1)( ly . При 
початкових умовах (0) 0oy   .Із (7.8 )   знаходимо  
( ) (1 cos ) ( sin )
m R
y x nx nx nx
F Fn
     
 
Із граничних умов :                  
0)(";0)(  lyly  
одержимо два рівняння відносно Rm, .З рішення цієї системи одержимо:  
 1 12
3
3 ; ( )
i i
m R
l l
          
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2
1( ) 3( )tq

 
 


              (7.28) 
Епюра моментів показана на (рис.7.54). Для стандартного елементу з защемленими 
краями (рис.7.55) 0 0; 1oy     Граничні умови: 0)(',0)(  lyly . Із рішення 
даної системи рівнянь знаходимо 2 44 ( ); 6 ( )i
i
m i R
l
       
З рівняння рівноваги випливає    32 ( )jm i   .Епюра моментів показана 
на (рис.7.54). При зміщенні правої опори даного елементу (рис.7.56) маємо 
такі умови:              
0;y (0) 0îy   ; ( ) 1; '( ) 0y l y l   
Із (7.8 )   знаходимо одержимо систему рівнянь Рішенням даної системи буде   
 
F
i,l
z=1
3i/l 3i
2
3
4
Fi,l
z=
1
3i/l 2
4 4
2
 
                                         Рис. 7.55                                      Рис. 7.56 
 
1
4
2 22
6 ( );
12 ( ); ( ) ( )
2
i
i
m
l
i
R
l
 

    
 
 
         
2
( )
( )
8 ( )
2 2
tg
tg tg
  
 
 




       (7.29) 
3
( sin )
( ) ;
4sin ( )
2 2
tg
  
 
 




 
4 1( ) ( / 2)     
З рівняння рівноваги випливає    ij mm  . Епюра моментів показана на (рис.7.56).      
Система канонічних рівнянь методу переміщень при вузловім навантажені 
0)(  j
j
ij Zr   
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Прирівнюємо до нуля визначник даної однорідної системи і знаходимо рівняння для 
визначення критичної сили. 
Приклад 7.21. Знайти критичну силу шарнірно закріпленого  по торцям стрижня 
(рис.7.57) довжиною lL 2  і звинною жорсткістю EI з проміжною опорою. 
 
Розв’язок.    На кожній д1лянці маємо 
F
l
EI
    
 
В даній задачі одна кутова невідома на проміжній опорі. Епюра моментів в основній 
системі  від 1Z   показана на (рис.7.58). Канонічне рівняння методу переміщень матиме 
вид   
                                                                                    
F
2l
E
I
l
                             
F
3i 1 3i 1
r11
1
 
                     Рис. 7.57                                                                     Рис. 7.58                                                   
 
0)( 111  Zr  ,         звідси         0)(11 r  
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
11 1( ) 2 3 ( ) 0r       
 
Найменший корінь даного рівняння   
Критична сила стрижня                          2
2kp
EI
F
l
    
 
Приклад 7.22. Знайти критичну силу шарнірно закріпленого  по торцям стрижня з 
проміжною опорою (рис.7.59) довжиною l  кожної ділянки, коли згинна  жорсткість 
першої і другої ділянок  відповідно  2EI і EI. 
 
   Розв’язок.    На першій д1лянці маємо 
 
1 / 22
F
l
EI
    ; i
l
EI
i 2
2
1   
На другій д1лянці знаходимо 
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F
3i 1 3i 1 2
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                       Рис. 7.59                                                                  Рис. 7.60     
 
2
F
l
EI
    ;  i
l
EI
i 2  
 
В даній задачі одна кутова невідома на проміжній опорі. Епюра моментів від кута 
повороту 11 Z   в основній системі показана на (рис.7.60).Канонічне рівняння методу 
переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
 
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
 
11 1 1[2 ( / 2) ( )] 3r i       
Найменший корінь даного рівняння  3.671   
Критична сила стрижня                                      
2
13.476k
EI
F
l
  
Приклад 7.23. Знайти критичну силу стиснутого стрижня  рами (рис.7.61), якщо  стрижні  
мають однакову довжину l  і згинну жорсткість EI . 
 
F
E
I
E I
I
I
11 4i
4i 2
1
 
                            Рис. 7.61                                                   Рис. 7.62        
 
Розв’язок. Для обох  стрижнів   lEIi / ,  для стиснутого  стрижня Fl
EI
    
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Основна система методу переміщень і епюра моментів від повороту  вузла на кут Z =1 
показана на (рис.7.62)        
 
Канонічне рівняння методу переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
 
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
 
11 2[ ( ) 1] 4r i     
Найменший корінь даного рівняння  5.329   
Критична сила стрижня                                      
2
28.389k
EI
F
l
  
Приклад 7.24. Знайти критичну силу стиснутого стрижня  рами (рис.7.63)   
, якщо  стрижні  мають однакову довжину l  і згинну жорсткість EI . 
Розв’язок. Для обох  стрижнів 
lEIi /  
Для стиснутого стрижня                  
F
l
EI
    
F
E
I
E I
I
I
3i
1
1
11
 
                                     Рис. 7.63                                                    Рис. 7.64  
Основна система методу переміщень і епюра моментів від повороту  вузла на кут Z =1 
показана на (рис.7.64).  
Канонічне рівняння методу переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
 
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
 
11 1[3 ( ) 4]r a i    
Найменший корінь даного рівняння  3.829   
Критична сила стрижня                                      
2
14.661k
EI
F
l
  
Приклад 7.25. Знайти критичну силу стиснутого стрижня  рами (рис.7.65)   
, якщо  стрижні  мають однакову довжину l  і згибну жорсткість EI . 
 
Розв’язок. Для обох  стрижнів 
lEIi /  
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Для стиснутого стрижня                  
F
l
EI
    
 
F
E
I
E I
I
I 3i
1
1
 
 
                                 Рис. 7.65                                                          Рис. 7.66 
Основна система методу переміщень і епюра моментів від повороту  вузла на кут Z =1 
показана на  (рис.7.66). Канонічне рівняння методу переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
 
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
 
11 1[ ( ) 1] 3r i     
 
Найменший корінь даного рівняння  3.726   
Критична сила стрижня                                      
2
13.83k
EI
F
l
  
Приклад 7.26. Знайти критичну силу стиснутого стрижня  рами (рис.7.67), якщо  стрижні  
мають однакову довжину l  і згибну жорсткість EI . 
 
 
Розв’язок. Для обох  стрижнів 
lEIi /  
Для стиснутого стрижня  
 
F
l
EI
    
 
Основна система методу переміщень і епюра моментів від повороту  вузла на кут Z =1 
показана на (рис.7.68) .  
 
F
E
I
E I
I
I
3i
4i
2
1
11
 
                                              Рис. 7.67                                 Рис. 7.68 
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Канонічне рівняння методу переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
11 2[4 ( ) 3]r i     
Найменший корінь даного рівняння  5.192   
Критична сила стрижня                                 
2
26.953k
EI
F
l
      
 
E
I,l
F F
 
Рис. 7.69 
 
Приклад 7.27. Знайти критичну силу стиснутого стрижня  рами (рис.7.69) 
, якщо  стрижні  мають однакову довжину L  і згибну жорсткість EI  
 
 
F
3i/l23i/l 1
r
11F
 
Рис. 7.70 
 
Розв’язок. Для обох  стрижнів 
LEIi / , FL
EI
    
 
Основна система методу переміщень і епюра моментів від горизонтального зміщення  
вузла  1 на кут Z =1 показана на (рис.7.70).                                                
Канонічне рівняння методу переміщень матиме вид 
0)( 111  Zr   
 
Звідси знаходимо                               0)(11 r  
 
Із рівноваги вузла1 знаходимо 
 
11 1[2 () 3] 3r i     
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Знаходимо min 2.5   і критична сила стрижня                                      
26.25 /kF EI L  
7.9. Розрахунок рам на стійкість методом сил    
Побудуємо епюри  моментів стандартних елементів  з врахуванням стискаючих сил 
та одержимо узагальнену формулу Мора для визначення  їх переміщень. Розглянемо  
стандартний елемент (рис.7.71) з шарнірними опорами , який згинається 
моментами ji MM ,    і одночасно стискається силою F . Із умови рівноваги  
F
Mi jM x
x
                    
c dM x
x
 
                             Рис. 7.71                                                              Рис. 7.72                              
             
моментів знаходимо 
( ) /i i kR M M l  . 
Із (7.8) знаходимо переміщення даного стрижня               
0( ) ( / )sin ( / F)(1 cos )
( )( sin ) /
i
k i
y x n nx M nx
M M nx nx lFn
    
  
 
                    де                          ii RRMmy  ,,00                                                    
Із граничних умов 0)( ly  знаходимо 0  ,  а потім      
2
2
( )F
d y
M x EI
dx
  
cos
( ) ( )sin
sin
jF
k i i
Mx x
M x M M tg
l l
 


    
 
Нехай задана  (рис.7.72) одинична епюра  
(d )
( )n
c
M x c x
l

   
Знайдемо інтеграл Мора 
4
0
5
(c )
( ) { ( )
3
(d ) 1
( )} ;
6
l F
k n i k
kn
i k
M M M dM l
dx
EI
M cM l
EI
   
 

  



(7.30) 
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)
1
sin
1
(
6
)();
11
(
3
)( 54 


 
tg
      
  В випадку  консолі (рис.7.73) навантаженої на торці поперечною силою iR і 
моментом iM   маємо момент в опорі. Нехай для стиснутого  консольного стрижня  
початкові параметри  будуть 00 ,y  Переміщення стрижня запишемо в такій формі  
F
Mi jM x
x
F
R
                         
c dM x
x
 
                   Рис. 7.73                                                                 Рис. 7.74 
0
0( ) sin (1 cos )
iMy x y nx nx
n F

      
( )
( sin )
(F )
j iM M
nx nx
l n

     
    Із умови 0)(' ly  знаходимо 0  і знаходимо.                                       
                              
l
xMM
l
x
MxM
ji
i
p
k




sin]
cos
)1sin(
[
cos)(



 
де                                 lRMM iij   
Епюра (FM x ) показана на (рис.7.73). Нехай задана одинична епюра (рис.7.74) 
l
ab
baxM n
)(
)(

 . 
Знайдемо інтеграл Мора 
1
0
2 3
( ) { ( )
3
( ) 1
( ) ( )} ;
3 6
Fl j
kn
i ji
bM lM M
dx
EI
bM aM lM al
EI
   
   
  


(7.31) 
                                                 ]1[
3
21





tg
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]
cos
1
[
6
)(
];1
cos
2
[
3
)(
23
22










tg
tg
tg


 
.Визначаємо коефіцієнти методу сил )( kn  з врахуванням стискаючих сил і  
складаємо однорідну систему рівнянь відносно  невідомих сил nX  
0)(  n
n
kn X  
6
4
      
X
=11M1
4
      
X=12
M2
6
 
                  Рис. 7.75                                       Рис. 7.76                          Рис. 7.77        
 
Прирівнюємо до нуля визначник даної однорідної системи і знаходимо рівняння для 
визначення критичної сили.  
Приклад 7.28. Визначити критичну силу рами  методом сил.( рис.7.75) 
Рішення. Одиничні епюри приведені на  (рис.7.76), (рис.7.77). Перемножимо ці епюри і 
знайдемо                               ij ( 2,1, ji ), 6 F/ EI    
)](64)(64)(644[)( 3
2
2
2
1
23
11  EI , 
)](664646[)( 2
3223
22  EI , 
6
)(64
3
)(64
2
644
[)( 3
2
2
2
12







EI  
Канонічне рівняння методу сил матиме вид 
0)()()( 2122211   , 
Положимо   )()()()( 2122211  X    В системі MATKAD  знайдемо корінь 
]4,3,),([ rootX , 12.3  
 
Розділ 8. Стійкість пластин 
 
8.1. Стійкість прямокутних пластин при стисканні 
Розглянемо стійкість видовженої a. b пластинки (рис.8.1),  яка   
шарнірно закріплена по довгих сторонах і стиснуті вздовж коротких сторін. В  
рівнянні (7.6)  замінимо EI на D і відповідно силу F на погонну hx .Замінимо також  
балочний оператор 44 / dxd  на оператор при згині прямокутної пластинки                
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2 2 2 2 2 2 2( ) ( / / )x x        
і одержимо  рівняння стійкості пластинки 
0)2(
2
2
4
4
22
4
4
4












x
w
h
y
w
yx
w
x
w
D x      (8.1) 
 
y
a b
q
 
Рис.8.1                                             
Граничні умови задовольняються тільки на довгих сторонах 
2
2
( ,0)
(x,0) 0
w x
w
y

 

   
2
2
( , )
(x,b) 0
w x b
w
y

 

 
     Рішення рівняння (1.8), що задовольняє таким  умовам візьмемо в вигляді  
                                       
b
ymx
xyw



sinsin),(                              (8.2) 
де    - довжина півхвилі, а m - число півхвиль синусоїди. Ці величини вважаються 
невідомими і знаходяться в процесі рішення задачі. Підставляємо (8.2) в (8.1) і 
знаходимо 
                                 2
2
2
2
)(
b
mb
hb
D
x



                                      (8.3) 
 де     


b
.При 1m   функція minxx    .      
  Із умови                          0


d
d x , 1 . 
При 1,1  m  знаходимо критичне напруження стискання пластинки 
                     
2
24
hb
D
k

                                               (8.4) 
Довжина півхвилі складає величину b .  Розглянемо  стійкість пластинки , коли 
ba  Границі axx  ,0   вважаємо шарнірно закріпленими  і рішення рівняння 
(8.1) приймемо в такій  формі 
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b
ym
a
xn
xyw

sinsin),(   
Положимо                             
n
a
  і  одержимо  
2
2
2
2
)(
bn
am
a
bn
hb
D
x 

  
Знову маємо                                       1min m . 
Замінимо                                               nba /  
Із умови                                               0


d
d x   
знаходимо ban / .При кратних відношеннях величин ba, приходимо до (8.3). В 
випадку нецілого значення величини ban /  (знову 1m  ) із двох близьких 
значень n  треба взяти таке, при якому вираз  для σх приймає мінімальне значення. 
Перехід від n  до ( 1n ) хвиль буде при 
]
)1(
)1(
[][




nb
a
a
nb
bn
a
a
bn
 
Звідси                                        )1(  nn
b
a
 
Критичне напруження знаходимо із формули 
2
2
2
)(
bn
a
a
bn
hb
D
x 

    (8.5) 
   ( 1n  , 2
b
a
  ) ; 
                                                       ( 62,2 
b
a
n ) ;                     
   ( 126,3 
b
a
n  ) 
При ( ab  ) маємо випадок циліндричного згину, тому  
 
1min m , 1min n  
22
2
2 2
(1 )x
D a
hà b

        (8.6) 
  
При досить  великих значеннях  
a
b
 можна знехтувати  
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другим доданком і отримати формулу Ейлера 
22 / hbDx                
 
. При  стисканні в двох напрямках  (рис.8.2) рівняння стійкості буде мати вигляд 
                                            
0
)2(
2
2
2
2
4
4
22
4
4
4









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





y
w
h
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w
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y
w
yx
w
x
w
D
yx 
     (8.7) 
Рішення даного рівняння приймемо в формі 
b
ym
a
xn
xyw

sinsin),(                    (8.8) 
 
Підставляємо це переміщення в попереднє  рівняння і  знаходимо 
2
2
hb
D
K xx

                                          (8.9) 
y
a b
q
qy
qy
 
Рис. 8. 2 
де позначено :   ba /      ;     xy  /      ;    
22
222
)(
])[(
n
m
n
m
K x





  
 
Для шарнірно закріпленої пластинки рішення приймемо в формі 
Для квадратної пластинки  при стисканні маємо  1 mn  


 



1
4
,
1
4
yx KK , 
4 yx KK . 
При   рівномірному стисканні  )()( hh yx   і знаходимо 1  , 
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hb
D
x

   
Нехай пластинка стискається по осі  x  і розтягується ( 1 ) по осі y    
22
222
)(
])[(
n
m
n
m
K x





  
При збільшенні n  знаменник зменшується , а чисельник збільшується, при 
збільшенні числа m параметр xK збільшується, тому 1minmin  mn  
Позначимо                             2)/1(   , 
                                              
1
)1( 2





xK  
Із умови                                            
                                        0/ ddK , 3 , 
                                              
2
2
8
hb
D
x

                                 (8.10) 
Наближений метод Рітца в задачах стійкості пластин. При граничних умовах 
відмінних від шарнірних використовуються наближені методи, один із яких є метод 
Рітца. Запишемо значення повної енергії при згині пластинки 
)( AUЭ   
   
2 2
1
( ) ;
2
[ ( ) ( ) 2 ( )]
x x y y yx
V
x y
V
U dV
w w w w
A h h dV
x y x y
     
  
  
   
  
   
    (8.10) 
                                           
                                            
 
Положимо dxdydzdV   і із(5.17),(8.10) знайдемо 
dxdy
yx
w
y
w
x
w
y
w
x
wD
U
F
]})()[1(2
]{[
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
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2
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














(8.11) 
  Нехай функції ),( yxn  задовольняють граничним умовам, тоді для переміщення 
w  запишемо вираз 
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                         ( , ) ( , )k k
k
w x y a x y                         (8.12) 
де ka - невідомі параметри.  Підставляємо (8.12) в  (8.11) і знаходимо  Э Э( ka )        
Складаємо систему однорідних рівняють    
0, (k 1, 2...)
k
Э
a

 

                  (8.13) 
Прирівнюємо до нуля визначник даної системи, одержимо (k)    Проводимо  
мінімізацію по параметру k  і находимо kr . 
Наприклад, для защемленої по довгих сторонах пластинки  (рис.8,3) переміщення 
візьмемо в формі 
2
1( , ) sin sin
k x y
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 
            (8.14) 
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Рис. 8. 3 
 
Повна енергія пластинки 
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Розглянемо стійкість стиснутого кутовика (рис.8.4), який часто використовують як 
стрінгер для підкріплення обшивки фюзеляжу  чи крила літака . 
Розглянемо верхню пластинку кутовика ,у якої одна сторона шарнірно закріплена 
по лінії 0y  , а інша по лінії y b вільна. По лініям 0x  , x a  полка шарнірно 
закріплена. Граничні умови по довгих сторонах  
y
a b
q
 
Рис. 8. 4 
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По коротких сторонах полка шарнірно закріплена 
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Для прогинів пластинки запишемо вираз 
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Дану формулу  можна записати в формі 
2
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D
K
b h

    ; 21.03( ) 0.427
b
K
a
   (при 0.3  ) 
В випадку витягнутого кутовика a b      
2
2
0.427
x
D
b h



                     (8.16) 
Приклад 8.1. Знайти критичне напруження прямокутної шарнірно закріпленої пластинки 
(рис.8.5), якщо a =45см, смb 30 , товщина пластинки h =1мм , модуль Юнга 
5107.0 E мм, коефіцієнт Пуассона  =0.3, границя  
пропорційності  240nц МПа. 
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                                  Рис. 8. 5                                           Рис. 8. 6                             
                
Розв’язок. Для шарнірно-закріпленої пластинки стиснутої по коротким сторонам 
витягнутої пластинки має місце формула 
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Параметр  n визначається із умови 
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Критичне напруження значно нижче від пц =240 МПа. 
Приклад 8.2. Знайти критичне напруження прямокутної шарнірно закріпленої пластинки 
попередньої задачі стиснутої по довгим сторонам(рис.8.6). 
Розв’язок. Для шарнірно-закріпленої пластинки стиснутої по довгим сторонам пластинки 
має місце формула 
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8.2. Стійкість прямокутних пластин при зсуві                       
                                           
y
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Рис.8. 7 
 
     Енергетичним методом можна знайти стійкість пластинки  при зсуві. Для 
шарнірно закріпленої пластинки  (рис.8.7) ba   переміщення можна записати в 
формі 
)(sinsin1 kyxlb
y
aw 

 
де параметр k визначає кут нахилу  вузлових ліній kyx  , а параметр l означає 
відстань між вузловими лініями. Формула для  повної енергії матиме вигляд 
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Параметри lk, знаходимо із рівнянь   
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

k

0

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l

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Звідси                                        blk 22,1,
2
1
  
Кут нахилу вузлових ліній дорівнює приблизно 35 , а 
критичне напруження                    
hb
Dk
k 2
2
            (8.17) 
 
Коефіцієнт 24k ,а точне значення 34,5k .Для визначення даного 
коефіцієнта при 1/  ba  маємо  такі формули 
2/434,5  шk  
2
6,5
98,8

 жk  
жш kk  , - коефіцієнти при шарнірному та жорсткому закріпленні.  
Приклад 8.3. Прямокутна пластинки (рис.8.8) з розмірами a =40см, смb 25 ,товщина 
h =2.5мм шарнірно закріплена по торцям і навантажена по краях  дотичними погонними 
зусиллями h  . Знайти критичне напруження  зсуву kp  , якщо модуль Юнга 
51072.0 E мм, коефіцієнт Пуассона  =0.3, границя пропорційності  120nц МПа. 
 
y
a b
q
q
q
y
a b q
1
 
                                      Рис. 8. 8                                            Рис. 8. 9                                                
 
      Розв’язок. Для шарнірно-закріпленої пластинки навантаженої по контуру погонними 
дотичними силами  h має місце формула 
Знайти критичне дотичне напруження  зсуву 
2)(9.0
b
h
Ek шkp   , 
9.6)(435.5 2 
a
b
k ш  
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Знаходимо критичні дотичні напруження  7.44kp МПа 
Приклад 8.4. Прямокутна пластинки (рис.8.9) з розмірами a =36см, смb 20 , товщина 
h =2мм жорстко закріплена по торцям і навантажена по краях  дотичними погонними 
зусиллями q  та стискаючими погонними силами qq 21   по коротких сторонах. Знайти  
погонне критичне напруження   
kpq  , якщо модуль Юнга 
5107.0 E мм, коефіцієнт Пуассона  =0.3, границя 
пропорційності  120nц МПа. 
     Розв’язок. Для шарнірно-закріпленої пластинки навантаженої по контуру погонними 
дотичними та осьовими силами повинна виконуватись формула 
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В нашому випадку                      8.1/ ba . 2n  
 
04.4)( 2 
nb
a
a
nb
k       
25
0, )200
2
(107.004.49.0 k =25,4 МПа 
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Постільки                        hqq k 21    ,  hq k , то можна записати 
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8.3. Граничне навантаження прямокутних пластин при стисканні. 
 
         Розглянемо  підкріплену  пластинку(рис.8.10 )що  стискається силою F . 
.Позначимо: S - площа стрижнів,    Bh, - відповідно товщина і ширина пластинки, а 
стрижні (стрингери)   розставлені  з однаковим шагом b .Нехай напруження в 
стрижні буде c .Будемо вважати, що пластинка має шарнірне з’єднання з  
стрижнями. Критичне напруження такої пластинки визначається формулою  
2)/(6.3 bhEk   
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F
F  
                                                          Рис. 8.10 
Це напруження може бути значно менше ніж  c . Після втрати стійкості тільки 
частина  пластинки bbn   , 
що знаходиться біля стрижнів сприймає навантаження. Знайдемо цю  довжину nb  із 
умови, що   
ck    ,  
                                  n k
c
b
b



                      (8.18) 
2)(
6,3
h
b
E
n
c   . 
Звідси випливає   формула для визначення редукційного коефіцієнта                
                                 
c
E
b
h

 9,1                                (8.19) 
Напруження в стрижнях знаходимо із формули методом послідовних наближень. 
Задаємося значенням коефіцієнта )5,02,0(1   
 
Знаходимо                          
BhF
N
c
1
,1 


                                     
    і по формулі                         
1
2 9,1
c
E
b
h

                                                           
 
 значення 2 ,а потім знову 2,c    
BhF
N
c
2
2, 


  
Процес  завершують тоді ,коли c  в двох послідовних наближеннях відрізняються 
не більше ніж на 5%. 
Критичну силу крN  визначають також із умови втрати стійкості пластин стрингерів  
(місцева втрата стійкості) .Нехай c  висота   пластинки  стрингера (кутовика) ,а   -
товщина. Знаходимо критичне  напруження стінки кутовика                          
2
0 )/(6.3 cE    
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Знаходимо редукційний коефіцієнт 
c
E
b
h

 )(9,10   
Критична  сила  панелі  в першому наближенні визначається із умови 
00
1 )(  BFNkr  . 
ЗАДАЧІ 
Приклад 8.5. Знайти напруження  в пластинці стиснутої підкріпленої стрингерами панелі 
крила літака (рис.8.11) якщо ширина панелі B =60см  ( 3/Bb  - ширина пластинки між 
стрингерами), товщина пластинки ммh 3 , площа стрингера 21033.3 ctF мм
2. 
Панель стиснута силою 53 10F   Н, модуль пружності 5107.0 E МПа , коефіцієнт 
Пуассона  =0.3. 
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Рис. 8. 11 
Розв’язок. Знайдемо середнє напруження  в елементах панелі , вважаючи  
рівномірним розподіл напружень в пластинках і стрингерах 
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0 96 МПа 
Визначимо критичне напруження в пластинках, які будемо вважати 
 
шарнірно закріпленими на стрингерах 
МПа
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107.06.3
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В подальшому напруження в стрингер будемо шукати методом послідовних наближень , 
вважаючи напруження в пластинках рівними напруженню в стрингерах. Постільки 
пластинка втратила стійкість , то нехай все навантаження сприймають стрингери 
МПа
F
N
ct
ct 


 226
1033.34
103
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1  
Визначимо частину площі (редукційний коефіцієнт 1 першого наближення) біля 
стрингера , в якій напруження будуть 1ct . 
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Визначимо друге наближення  напружень стрингерів ,з якими навантажується і 51% 
процент площі перерізу пластин 
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Визначимо редукційний коефіцієнт 2  другого  наближення 
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Визначимо третє наближення  напружень стрингерів 
МПа
BhF
N
ct
ct






119
)3600(66.01033.34
103
66.04
2
5
3
 
Визначимо редукційний коефіцієнт 3  третього  наближення 
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Визначимо четверте наближення  напружень стрингерів 
3
4 0.69ct ct
F
S Bh
  

116 МПа 
Постільки напруження двох наближень відрізняються менше ніж на 3%,то 
 
процес наближень закінчуємо . Напруження  в стрингерах і пластинках будуть 116 МПа, 
але з таким навантаженням працює тільки 69%  від загальної площі Bh  . 
 
Приклад 8.6. Знайти найбільшу  величину сили F  , якою  можна стискувати 
підкріплену стрингерами пластинку (панель) крила літака (рис.8.12) якщо ширина панелі 
B =450мм  ( 3/Bb  ),  довжина  40a см, 
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товщина пластинки ммh 1 . Рівносторонній  кутник (Пр-100) стрингер(рис.8.13)  має   
довжину сторони cмb 21  ,товщину ммh 5.11  . Модуль пружності елементів панелі 
5107.0 E МПа , коефіцієнт Пуассона  =0.3.  
Панель шарнірно закріплена по двом коротким сторонам. 
    Розв’язок. Зайдемо критичну силу для стінки кутника 
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Визначимо редукційний коефіцієнт для пластинки 
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                                       Рис. 8. 12                                                Рис. 8. 13                            
Визначимо силу  F , яка відповідає   даному напруженню елементів панелі  
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Визначимо критичну силу при загальній втраті стійкості панелі як шарнірно стиснутого 
стрижня 
       
2
2
a
EI
N rEkp

  
Визначимо редукційний момент інерції rI .Розглянемо кутник з приєднаною до нього 
частиною пластинки (рис.8.13) довжиною bbпр  .Кутник Пр-100 (20 х 1.5) має такі 
характеристика: 0.584S  см2, 548.00 y мм, 224.00 xI см
4. Визначимо центр 
перерізу кутника з приєднаною пластинкою. Візьмемо статичний момент перерізу 
відносно центральної осі кутника 0x  
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Визначимо момент інерції даної частини панелі 
2 2
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2r x k пр c
h
I I F y b h y y      =0.3096см4 
Редукційний момент інерції перерізу rI  відносно центральної осі x  
4rI I =1.24см
4 
Критична сила втрати стійкості панелі як стрижня 
45.343 10kF H   
Критичні напруження визначимо із формули 
4(S )
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
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=1370 МПа 
В другому наближені знаходимо відповідний редукційний коефіцієнт 
2 1.9 ( ) 0.286
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Центр перерізу                    
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Критична сила другого наближення складе величину 
45.446 10kF H   
Критичні напруження  в другому наближенні Ekp 1322 МПа мало відрізняється від 
попереднього значення.. Панель даної довжини втрачає стійкість як стрижень (загальна 
форма втрати стійкості ).Найбільшу сил, яку витримує панель без втрати стійкості складає 
величину 45.446 10kF H  . 
Приклад 8.7.   Визначити критичну силу стиснутого  тонкостінного стрижня (рис.8.14). 
Дано: товщина стрижня h =1мм, довжина стрижня l =70см, площа поперечного перерізу 
S =1.3см2, радіус інерції xi =1.16см
2, модуль пружності E =0.72 х105 МПа, np  =240 МПа  
. Рішення. Знайдемо спочатку критичне напруження загальної втрати стійкості .Гнучкість 
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Рис. 8. 14                                                        Рис. 8. 15 
      
стрижня / ixl  . Критичсна гнучкість /k npE  =17.3 
При  =1 знаходимо   60.3 , що менше 
k
 =17.3   і справедлива формула Ейлера . 
2 2/kp E    
При   60.3 знаходимо                    (1)kp =195МПа 
Критичне напруження місцевої втрати стійкості  окремих пластинок контура  
20.9 (h/ b)kp kE   
Для стінки профілю (рис.8.15)b =40мм , k =4,     (2)kp =162МПа 
Для полки  профілю b =5мм , k =0.45,     (2)kp =1170 МПа 
Критична сила визначається втратою стійкості стінки профілю 
 
1 42.1 10k kF S H     
 
8.4. Стійкість круглої пластинки при стисканні.                   
 
        Розглянемо цільну жорстко закріплену по контуру пластинку, яка    стискається 
рівномірною погонною радіальною силою q h ( рис.8.16) Розглянемо пластинку 
в деформованому стані (рис.8.17) і знайдемо hQ  ( c  ). Рівняння  стійкості 
матиме вигляд                                               
0
1
22
2

D
h
rdr
d
rdr
d 
     (8.20) 
R
rq q
                   
qq 2r
   
                             Рис. 8. 16                                                       Рис. 8. 17      
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Позначимо: 2; ;
h
q h u r
D

  

     і   знайдемо 
0)1( 2
2
2
2  

u
du
d
u
du
d
u  
                                                     
Інтеграл цього рівняння має вигляд 
)()()( 1211 uYCuJCu          (8.21) 
де )(1 uJ - функція Бесселя першого роду з індексом 1,а  )(uY  - функція Бесселя 
другого роду з індексом 1 
  
 
 
Функція )0(Y ,тому 02 C .Із другої граничної умови 0)0(   випливає  
0)(1 RJ  .Коренями даного рівняння будуть:  
2,10;02,7
;83,3;0
32
10


RR
RR


 
Користуючись коренем 83,31 R знаходимо найменше критичне напруження           
214.68 /k D R h         (8.22) 
  При шарнірному закріпленні границі  друга гранична умова матиме вид 
0
r R
d
dr r
 


   
 
 
Запишемо формулу для похідної функції  Бесселя  
1 1
0
( ) ( )
( )
dJ u J u
J u
du u
   
Попередня формула прийме таку форму  
0 1
1
( ) ( ) 0J R J u
R




    
Найменший корінь даного рівняння         2.05R   
Критичне напруження 
24.2 /k D R h     (8.23) 
В випадку несиметричної деформації переміщення  залежить від двох змінних  
( , )w w r   
Рівняння стійкості буде 
4 2 2 0w w                           (8.24) 
Знаходимо рішення даного рівняння 
2 4
1
1 1
( ) [1 ( ) ( ) ]
2 1 2 2 1 2 3 2
u u u
J u       
  
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1 3[ ( ) C ]sin
m
mw C J r r m                   (8.25) 
Вираз   sinmr m  є рішенням рівняння         2 0w   
В випадку защемлення контура граничні умова матиме вид 
 
1
1 3
1 3
( )
C ( ) 0
( )
( ) C ( ) 0
m
r R
m
m
dJ R
C m R
d r
C J R R



 


 
    
 
 
 
Прирівнюємо до нуля визначник даної системи і одержимо рівняння 
( )
0m m
r R
dJ u
R mJ
du


 
    
 
Скористуємося формулою диференціювання 
1
( ) ( )
( )m m m
dJ u mJ u
J u
du u 
   
Попереднє рівняння прийме вид 
1( ) 0mJ R   
Найменший корінь даного рівняння буде при 1m   5.138R   
226.4 /k D R h     (26.8) 
Критичне напруження відповідає симетричній формі деформування. 
  
Розділ 9.    Стійкість оболонок 
9.1. Циліндрична оболонка та панель при  повздовжньому стисканні 
  Циліндрична оболонка стискається (рис.9.1) погонними силами h  вздовж твірної. 
Розглянемо випадок симетричних переміщень при втраті стійкості.  
Диференціальне рівняння при    2 2/q hd w dx   прийме вигляд                      
 
0
2
2
24
4

dx
wd
hw
R
Eh
dx
wd
D   (9.1) 
Рішення даного рівняння приймемо в формі, що відповідає шарнірному 
закріпленню                      
l
xn
yxw

sin),(          (9.2) 
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x
w
R
q
l
 
Рис.9.1 
Після підстановки   даного рішення в рівняння(9.1) знайдемо :      
    )(


  , 
2)(
l
n
  ,
2
;
R
E
h
D
   
          Із  умови                                 0


d
d
  
    


      ,   k  , 
Rhnl 73,1// 4    
Знаходимо критичне напруження         
R
h
Eвk 605,0  .  
При 1)( 
R
l
 другим доданком рівняння (9.1)можна знехтувати , тоді   маємо                    
                                                  1min n  і  
hl
D
k 2
2
  . 
Критичне напруження з коефіцієнтом  0,605 називають«верхнім» або теоретичним. 
В практичних розрахунках використовують формулу, де параметр к знаходять на 
основі дослідів. 
                                                      
R
h
kEнk           (9.3)                               
                                Таблиця 15. Значення коефіцієнта к  для  циліндричної оболонки 
11.0...13.0....16.0.....18.0..../
1500...1000.....500......250....
hR
k 
 
Критичне напруження по формулі (9.3)називається «нижнім». При  несиметричної 
деформації  параметр к не змінюється. 
Стійкість конструктивно анізотропної циліндричної оболонки при  осьовому 
стисканні.        
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Визначним приведені товщини  конструктивно-анізотропної оболонки (рис.9.2) На 
(рис.9.3) , (рис.9.3) показані поперечні та повздовжні   розрізи оболонки. Позначимо 
площі поперечних і повздовжніх розрізів через    шшш baf       і  ссс baf  .Індекс 
« ш » відповідає  поперечним підкріпленням шпангоутам),а індекс «c » повздовжнім 
(стрингерам).Визначимо приведені товщини оболонки на розтягання в кільцевому і 
в напряму твірної                
 
сшш tfhh /0   
де 0h - товщина оболонки (обшивки), а шc tt , - шаг  підкріплення 
Визначивши момент інерції елементів відносно центра ваги, можна знайти                       
приведені товщини при згині 
3
12
ш
ш
ш t
I
   ,         3
12
с
с
с t
I
                          .                          
x
w
R t
q
tc
ш
R
tc
ho
bc
ac a
tc
h o ш
bш
 
                        Рис. 9.2                              Рис. 9.3                                 Рис. 9.4  
  
 
При обчисленні моменту інерції cI    нехтують кривизною оболонки. Еквівалентну 
товщину гладенької оболонки, рівної по вазі підкріпленій ,визначають із рівності 
cшшcшcc tftftththt  0  
звідки                  0hhhh cш   
Для гладенької  оболонки без підкріплень ( 0 шc ff ) маємо 
0hhh cщcш   В рівнянні (9.1) погонну жорсткість D замінимо на 12
3
cE

 
товщину h  на  шh ,а погонні стискаючі зусилля  h  на величину T   і запишемо 
0
12 2
2
24
43

dx
wd
Tw
R
Eh
dx
wd
E шc

      (9.4) 
Рішення рівняння беремо в формі (9.2) і знаходимо 
3
3
шc
k
h
R
E
T

                                      (9.5) 
Величина  відповідної осьової сили N  дорівнює 
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шc hEN
3
3
2


  
Для гладенької оболонки товщиною h  погонна критична сила буде мати вигляд 
R
hhhE
R
Eh
T ck
3
)(
3
2
0
2
1

    (9.6) 
Порівнюючи kT  і kT1  знаходимо  коефіцієнт вk  ефективності підкріплення 
2
0
3
)( Вhhh
h
k
cш
шc
в



                 (9.7) 
Для підкріплених (вафельних) оболонок 0)5,12,1( hhh cш  , приведена 
товщина на згин 0)52( hc  .Коефіцієнт ефективності підкріплення складає 
величину )32( вk Критичне напруження підкріпленої оболонки   буде мати 
вигляд 
R
h
Ekkвk    
. 
Стійкість стиснутої шарнірно-закріпленої  циліндричної панелі.  
        Використовуючи рівняння пологих циліндричних оболонок запишемо рівняння 
стиснутої циліндричної панелі ((рис.9.5))  
          0)( 4
2
2
4
4
2
8 





 w
x
h
x
w
R
Eh
wD x               (9.8) 
                                                   
Як в випадку стиснутої шарнірно закріпленої пластинки рішення даного рівняння 
приймемо  в такій формі 
w
R
a шq
b
 
                                                          Рис.9.5 
 
b
ym
a
xn
xyw

sinsin),(                                         (9.9) 
Після підстановки цього рішення в (9.8) знаходимо 
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D Ea b a
n n mh R
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
 

  

                (9.10) 
При малих кутах   (рис.9.5) панель деформується при втраті стійкості подібно 
пластинці , а при значних кутах  подібно замкнутій оболонці. 
Як в випадку шарнірно закріпленої пластинки при ba   ( 1,n a/ bm   ) і 
4])()( 222 
nb
a
a
nb
 
з формули (9.10) випливає формула С.П. Тимошенко 
22
2
2
2
4
4
R
Eb
hb
D
kr


                                (9.11) 
Дана формула справедлива, коли перший доданок значно переважає другий, тобто 
при  умові  
              
2
2
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                 (9.12) 
   При                                                        
2
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R
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Ek 605,0  
 
9.2. Стійкість циліндричної оболонки при радіальному стисканні. 
 
            При радіальному стисканні шарнірно закріпленої оболонки  в ній виникають 
безмоментні стискаючі напруження 
h
qR
y  . Від цих напружень оболонка втрачає 
стійкість і згинається. Рівняння (9.8) перепишемо в такому вигляді 
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4
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2
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
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
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y
h
x
w
R
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Граничні умови:                         ;0
),0(
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2
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Рішення  даного рівняння при наведених граничних умовах приймемо в такому 
вигляді 
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Rmylxnxyw /sin/sin),(                          (9.14) 
Підставимо це переміщення в формулу(9.13)і знайдемо 
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При                                                   
h
R
R
l
3,0  
При числі хвиль 4m  і , як показують експерименти , 1n  
.В такому випадку                         22 )()(
l
n
R
m 
 . 
Позначимо                               
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і запишемо                                    
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Із умови                                 0
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знаходимо:  
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Враховуємо   qRhy   і знаходимо  формулу П.Ф.Папковича  
                       
R
h
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h
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2
92,0                             (9.16)                  
9.3 Стійкість циліндричної конструктивно ортотропної оболонки                                                                                                   
при радіальному стисканні 
 
 В випадку конструктивно анізотропної оболонки. 
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Запишемо рівняння півмоментної теорії циліндричної  
оболонки   
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Положимо   Rx   і запишемо  останнє рівняння  так 
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Приймемо рішення  цього рівняння в такій формі 
                                            nX sin)(                                   (9.18) 
де n –невідоме число( ),3,2( n , )(X ,що  функція задовольняє рівнянню 
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Рішення рівняння (9.19) має вигляд 

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В випадку шарнірного закріплення на краях маємо такі граничні умови 
;0)0('')2;0)0()1  XX  
0)()4;0)()3 ''  lXlX  
Із  граничних умов 1) і 2) випливає         021  CC  
.Останні два рівняння при  (
R
l
1  )  мають вид 
0sin 1413   shCC  
- 0sin 1413   shCC  
Прирівнюємо до нуля визначник даної системи  
0sin 11   sh ; 
                                              0sin 1  ;        
l
R
     
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де 1qk   при шарнірному закріпленні обох країв оболонки , )5,1(qk  при їх 
защемленні і 6,0qk  в випадку одного защемленого, а другого вільного краю. 
При                                   ( hRRl /3,0/  ) 
число хвиль 4n  тому можна  допустити ,що  22 )1( nn   
 Положимо                 
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 Із умови                          0
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Формулу (9.21) можна записати в такому вигляді 
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В випадку ізотропної оболонки ( 0 шc II ) ця формула   співпадає з формулою 
(9.16) Для довгих оболонок при  hRRl /2/   другим доданком в (9.21) можна 
знехтувати і тоді знайти  при ( 2min n ) 
3
3
R
D
qk       (9.23) 
   Для дуже коротких оболонок  при      hRRl /2/       
23 /6,3 RlEhqk   
 
9.4.Стійкість циліндричної оболонки при крученні                
При скручуванні оболонки ((рис.9.6))моментами    kM в ній виникають дотичні 
  напруження )2/( 2hRM k   .Під дією цих напружень оболонка може втратити 
стійкість і почати згинатись, що при певних обставинах може трапитись з фюзеляжем 
літака чи корпусом  реактивного  двигуна. Диференціальне рівняння стійкості буде 
0)(2
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4
4
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wD                                    (9.24)       
Рішення даного рівняння візьмемо в такій формі 
         
 ( , ) cos( x/ )cos[ ( )] / Rw x y L n y x                               (9.25) 
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                  Рис. 9.6                                     Рис.9.7.               
                 
де п- число хвиль по кільцевій координаті y , а - кут нахилу хвиль до твірної 
циліндра. На краях оболонки   ( )2/(Lx   
Граничні умови:              
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Функція (9.25)  не задовольняє  жодній  із умов                                   
0),0('',0),0(',0),0(  ywywyw . 
Задана функція не задовольняє на границях ні шарнірному, ні жорстокі 
закріпленню.  Функція w задовольняє на границях таким умовам 
0)/),2/((
2
0
 dyxyLw
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Умови шарнірного і жорсткого защемлення виконуються одночасно, але 
інтегрально. Переміщення w запишемо в такій формі   21 www  ,де 
1
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Підставляємо 21 www   в (9.25)і знаходимо 
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Прирівнюємо до нуля коефіцієнти при 1w  , 2w  і знаходимо 
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Рівняння повинні давати одне і теж значення  .Задавшись числом хвиль і 
відношенням LR / , можемо по (9.26),( 9.27)побудувати графіки ( , )n k     як 
показано на   ((рис.9.7)). Ці криві одинакові по формі так як величини    lm,  в даних 
формулах  взаємно замінимі, але   зміщені одна відносно іншої на величину  
LRRlm /2)(   
Ордината точки К  перетину цих кривих дає критичне значення  . Можна 
побудувати тільки одну криву (9.26)і вписати в неї паралельну осі абсцис хорду 
довжиною LRc /2 , то точка К буде знаходитись на правому кінці хорди. 
Позначимо:                       
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Рівняння ((9.26)) можна записати в такому вигляді 
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Нехтуємо 2  по відношенню до  2n ,знаходимо 
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                 (9.28) 
Значенням   і  ( LR /2  ) відповідають однаковій  величини  , тому із 
останнього рівняння знаходимо 
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Із цього рівняння   при заданих відносних параметрах знаходимо  n  
(
h
R
R
L
R
h
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Для оболонок середньої довжини  
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 Із формули  (9.28) при значеннях параметра n  можна знайти 
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При 3,0  маємо 
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При крученні довгих оболонок          ( 
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При 3,0   знаходимо                    5,1)(254,0
R
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9.5. Стійкість сферичної оболонки при стисканні     
       Радіальний тиск q  викликає в сферичній оболонці радіуса R   (рис.9.8) 
       Радіальний тиск q  викликає в сферичній оболонці радіуса R   безмоментні 
напруження hqR 2/ .Даний стан може виявитись нестійким і оболонка почне 
згинатись. Скористаємося рівняннями  теорії пологих оболонок 
D
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Візьмемо  оператор 2 від першого рівняння системи і знайдемо 
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2
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R
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wD                       (9.32) 
                                                           
Рішення даного рівняння візьмемо в такій формі 
 - 237 - - -  
                            



 yx
yxw sinsin),(                             (9.33) 
де   - невідоме число, що визначає довжину хвиль . 
Із  (9.32),( 9.33) знаходимо                     
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Із умови           0/  dd     знаходимо  верхнє критичне 
напруження kr . Відповідний   «верхній»    критичний тиск 
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Рис. 9.8 
В практичних розрахунках на стійкість визначають «нижній» критичний тиск 
2
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h
p k E
R
       (9.35) 
де к1 визначається  експериментально і береться із таблиці 16. 
 
Таблиця 16.Значення коефіцієнта к  для  сферичної оболонки 
075.0...08.0....12.0.....15.0..../
1500...1000.....500......250....1
hR
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9.6.Співвідношення між зусиллями , моментами та  переміщеннями 
 трьохшарових оболонок                                      
        
  Розглянемо трьохшарову оболонку з легким заповнювачем (рис.9.9) і однаковими 
зовнішніми шарами(пластинками).Нехай 21, RR  відповідно головні радіуси 
кривизни середньої поверхні. Криволінійні координати yx,  на середній   
поверхні оболонки нехай співпадають з лініями головних кривин. Основні 
допущення даної розрахункової моделі: 
1) нехтуємо поперечною деформацією заповнювача і будемо вважати переміщення 
верхньої і нижньої пластинки однаковими;  
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                                   Рис. 9.9                                                         Рис. 9.10 
 
2) справедлива нерівність ( /hEз 1,0tE  ) ,де EEз , - модулі пружності 
заповнювача і пластинки,2 th, - товщини заповнювача і  кожної пластини                      
3)середній шар (наповнювач) працює тільки на зсув , а в перерізі переміщення  
розподіляються по ламаній лінії (рис.9.10). Для верхнього Bw і нижнього нw  
переміщень у відповідності до гіпотези прямих нормалей і з врахуванням пологості 
знаходимо 
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при                                           )( thzh   
де 222111 ;,, wvuwvu - відповідно переміщення точок середньої площини верхньої 
та нижньої пластинок. В відповідності до допущення 1 приймемо www  21 .Для 
середнього шару заповнювача ( hzh  ) знаходимо 
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Для деформацій шарів використаємо  формули типу пологих оболонок 
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Напруження в верхній і нижній пластинках визначимо із співвідношень 
)(
)1( 2
yxx
E


 

  
)(
)1( 2
xyy
E


 

  
xyxy
E



)1(2 
  
В заповнювачі, де модуль зсуву зG ,знаходимо дотичні напруження 
xzзxz G       ,  yzзyz G    
Визначимо дотичні напруження в заповнювачеві, використавши (9.37) 
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Поперечні погонні сили в заповнювачеві матимуть вигляд 
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Погонні  зусилля в першій пластинці  визначимо із співвідношень 
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Аналогічно знаходяться  зусилля в нижній пластинці (заміна індексу 1 на 2). 
Згинаючі 1,xM   , 1,yM    та скрутний момент 1),,( yxM  знаходимо із формул 
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Визначимо дотичні напруження в заповнювачеві  
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Поперечні погонні сили в заповнювачеві матимуть вигляд 
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Виділимо із оболонки елемент   dydx,  (рис.9.11) верхнього шару. Розглянемо 
умову рівноваги  моментів і повздовжніх сил  ,що діють на елемент. Позначимо 
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через 1,xz  та 1,yz  дотичні напруження   ,які діють в зоні з’єднання верхньої 
пластинки і заповнювача. Із умови рівноваги моментів знаходимо 
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Із умови рівноваги сил випливає    
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Рис. 9.11 
Виключаємо 1,xz , 1,yz  знаходимо 
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Аналогічно знаходимо поперечні сили в нижній пластинці 
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Складаємо поперечні сили пластинок і заповнювача і отримаємо 
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Рис. 9.12                                           Рис. 9.13 
Вводимо позначення:        
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Визначимо сумарні зусилля і моменти в трьохшаровій оболонці через переміщення 
точок  на середній поверхні. Нормальні та дотичні погонні зусилля (рис.9.12) 
(рис.9.13), матимуть вигляд  
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Згинальні і крутні моменти в трьохшаровій оболонці відносно її нейтральної 
поверхні   
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Знаходимо поперечні сили оболонки 
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9.7. Основні рівняння трьохшарових пластин та оболонок                                                                                           
 
        Спочатку складемо диференціальні залежності між внутрішніми та зовнішніми 
погонними силами та моментами трьохшарової оболонки. Із умови рівноваги сил    
елемента на вісь x та y  знаходимо (рис.9.14) 
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     Із умови рівноваги моментів відносно вісі x  та y     одержимо 
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Рис.9.14 
Рівняння рівноваги сил на вісь z  з врахуванням складових від поворотів сторін 
елемента буде мати вигляд 
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Із системи рівнянь (9.53)-( 9.54),( 9.55) знаходимо 
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Систему даних  рівнянь)можна привести до одного рівняння. Нехай Ф-функція 
зусиль , тоді перші два рівняння (9.53) виконуються 
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Із рівняння сумісності деформацій знаходимо 
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Візьмемо похідну по x  , y   відповідно від третього та четвертого рівняння   
системи (9.56) і , склавши   їх, знайдемо 
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Останнє рівняння  системи (56.9) запишемо в формі 
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Із рівнянь (9.57),( 9.59)  можна виключити функцію Ф і записати (9.59) в формі 
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Якщо  21 , RR о то система  (9.56) розпадається на дві незалежні системи: 
два рівняння відносно ,,  vu  що мають нульове рішення і три рівняння для 
wvu ,,  . Ці рівняння мають вигляд 
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Систему можна привести до одного рівняння 
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Для оболонки на кожному краї ставиться  шість граничних умов. Розглянемо край 
.ax  і запишемо для нього граничні умови. При защемлені   на цьому краї 
),( yaw   = ),( yawx =0. 
При шарнірному закріпленню замість другої умови маємо 
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Для вільного краю крім останнього виразу  знаходимо  приведену силу 
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Дві умови  відносяться до  переміщень  vu ,  або сил  TN x , .Якщо  дотичні 
зміщення верхньої і нижньої пластинки відсутні, то  0,0   vu .Якщо ці 
зміщення необмежені, то маємо дві умови: 
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Дві останні умови відносяться до переміщень  vu , , що характеризують відносні 
взаємні зміщення. При шарнірному закріпленні або для вільного краю 
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Якщо верхня і нижня пластинка  зв’язані між собою  жорсткою  на зсув діафрагмою, 
то 
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В  вільних кутах  повинна виконуватись умова, що характерна і для однорідних 
пластин 
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Для трьохшарових пластинок )( 21  RR  маємо 0,0   vu  і число 
граничних умов дорівнює чотири. Якщо знехтувати згином верхньої і нижньої 
пластинки то 0D  і зменшиться порядок системи рівнянь. Граничних умов для 
оболонок буде п’ятьма для пластинки три. 
 
9.8. Критичні напруження при стисканні трьохшарових 
пластин та циліндричних оболонок                                                    
         
  Нескінченно широка пластинка з легким заповнювачем по довгих сторонах 
рівномірно стискається (рис.9.15) погонними силами xN . Нехтуємо згином 
пластинок  ( )0D .Будемо розглядати циліндричну згину 
( ), 0, ( ),u u x v w w x      
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                                                       Рис. 9.15 
 
Рівняння (61.9) приймуть такий вигляд 
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Введемо позначення    ax /  ;   22 / aGBhk з  , 
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і запишемо останнє рівняння в  такій формі 
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Рішення даної системи рівнянь запишемо в формі   
 ii eCueCw 21 ;   
Підставляємо це рішення в  систему диференціальних рівнянь і одержимо систему 
однорідних рівнянь  для iC . 
Із умови не тривіальності рішення системи знаходимо рівняння     
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Рішення системи диференціальних рівнянь матимуть вигляд 
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Граничні умови:  
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Підставимо цей вираз в (9.37) і знайдемо 
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Рис.9. 16 
 
           Розглянемо (рис.9.16) довгий трьохшаровий циліндр з легким заповнювачем, 
що стискається рівномірними погонними  повздовжніми силами q. Знехтуємо 
згином складових пластинок і будемо розглядати     симетричну форму згину при 
втраті стійкості .В рівнянні (9.60) положимо  
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Нехай  параметр  означає довжину півхвилі ,тоді рішення цього рівняння буде  
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Із умови 0/ dxdN  знаходимо  )/( kx   і при k   
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Розділ 10. Стійкість  стрижнів і пластин за границею пружності 
 
10.1. Стійкість стрижнів при пластичній деформації 
Розглянемо випинання стрижня при сталому навантаженні. Стрижень (рис.10.1) під 
дією осьової сили втрачає стійкість. Діаграма ( )f   ( x   , y   )  матеріалу 
показана на (рис.10.2). Лінія Ос відповідає пружній деформації. Відрізок 
С 2m відповідає пластичний деформації.  Нехай  при навантаженні стрижня ми  дійшли 
до точки 1m . При подальшому навантаженні зміщення відбувається в точку 2m  по 
дотичній до лінії  з дотичним модулем /kE d d  .При розвантаженні  зміщення 
проходить по лінії 1mm  паралельн0 лінії Ос.   Кут  к нахилу даної лінії дорівнює 
модулю Е матеріалу (модуль розвантаження).   
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                        Рис.10.1                                                    Рис. 10.2                               
На (рис.10.3) показано положення нейтральної осі 0z  для двотавра і прямокутника 
(рис.10.4), яка зміщена від середини профілю на величину 1 / 2e h h  .Нехай  - 
радіус кривини, y - відстань від нейтральної осі  і деформація /d z   стрижня при 
згині   
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                           Рис. 10.3                                                 Рис. . 10.4                                
 
Напруження і зонах довантаження і розвантаження  будуть відповідно 
1
/kd E z   ;     2 /d E z    
Повздовжня сила в перерізі стрижня дорівнює нулю 
1 2
( / ) ( )k
F F
E
E ydF ydF

     
Звідси випливає                        1 2 0kE S ES      (10.1) 
Тут 1 1,F S  площа і статичний момент  відносно нейтральної осі тої частини перерізу де 
проходить довантаження, а 2 2,F S - частина перерізу де проходить розвантаження. 
Знаходимо момент внутрішніх сил в перерізі 
1 2
2 2( / ) ( )k
F F
E
E y dF y dF M

      
Запишемо це рівняння в такій формі 
( 1 2
1
( )kE I EI M
   
Позначимо через T  приведений модуль (модуль Кармана), що дорівнює 
 
1 2kE I EIT
I

     (10.2) 
де I - момент інерції всього перерізу відносно осі z , що проходить через центр 
перерізу. 
Диференціальне рівняння стійкості матиме вигляд 
2
2
0
d y
TI Fy
dx
   ) 
Позначимо через коефіцієнт впливу граничних умов для критичної сили на 
напружень маємо формули 
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2
2( )
k
TI
F
l


                (10.3) 
  
2
2kp
T


                 (10.4) 
Визначимо приведений модуль T для двотаврового перерізу (рис.10.3) 
Нехай h - відстань між центрами ваги полок площею / 2F .Нехай відстань hділиться 
нейтральною віссю z на відрізки 1h (із сторони довантаження) та 2h (із сторонко 
розвантаження) 
Із рівняння (10.1  )знаходимо 
- 1 1 2 2 0kE F h EF h      (10.5) 
 
Звідси знаходимо        1
k
E
h h
E E


    ;      2
k
k
E
h h
E E


        
Моменти інерції дорівнюють 
2
1 1 2
F
I h      ; 22 2 2
F
I h     ; 2
4
F
I h  
Приведений модуль T  прийме значення 
2 / ( )k kT E E E E               (10.6)  
Для пружної області                              kT E E   
Для стрижня прямокутного перерізу   (рис.10.4) із  (  10.1    )      маємо 
2 2
1 2 0kE h EFh   
Звідси знаходимо        1
k
E
h h
E E



 
      ;    2
k
k
E
h h
E E



 
 
Моменти інерції дорівнюють 
3
1
1 3
bh
I      ; 
3
2
2 3
bh
I     ; 
3
3
bh
I   
Приведений модуль T  прийме значення 
4 / ( )k kT E E E E     (10.7) 
Знайдемо  діаграму  ( k   )в пластичній області , використовуючи діаграму(  ) 
(рис. 330). Для дуралюміна  модуль 52 10E   МПа , дотичний модуль kE  та k  
знаходиться  при кожному значенні    із діаграми (табл. 17). Параметри гнучкості 
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знаходяться по формулам /k k kE   , /T kT   .В пружній області  при 
60   має місце формула Ейлера / kE      
                                               Таб.17.Числові значення діаграми T k   
310   210k
  
МПа 
510kE
  
МПа 
510kT
  
МПа 
T  T  
2.67 2 7.5 7.7 60.5 60.5 
3 2.2 5.96 6.65 54.7 51.6 
3.5 2.46 4.34 5.5 47 42 
4 2.64 3.72 4.97 43 37.5 
4.5 2.78 2.55 3.81 36.8 30.2 
5 2.9 2.05 3.22 33 26.5 
6 3.08 1.5 2.5 28.3 22 
7 3.2 1.17 2.03 25 18.9 
8 3.32 0.97 1.72 22 17 
9 3.4 0.82 1.48 20.8 15.4 
10 3.45 0.82 1.48 20.6 15.3 
11 3.56 0.82 1.48 20.2 15.1 
12 3.64 00.82 1.48 20 14.9 
 
Експериментальні точки, як правило , лежать ближче до діаграми ( k k  ). 
10.2. Стійкість пластин при пластичній деформації 
Критичне напруження  витягнутої шарнірно закріпленої пластинки товщиною h  
стиснутої по коротких сторонах  bпри 0.3                          
23.6 ( )k np
h
E
b
    
Граничне значення           1.9
np
b E
h 
 .     (10.8) 
Граничне значення 
b
h
для сталі 60 , а для дуралюміна 36.В реальних конструкціях дане 
відношення лежить значно нижче наведених чисел. Один із наближених підходів 
(С.П.Тімошенко) розглядати пластинку  при пластичному деформуванні як 
анізотропну. Рівняння стійкості матиме вид 
4 4 4 2
4 2 2 4 2
( 2 ) 0x
w w w w
D h
x x y y x
  
   
   
      (10.9) 
Коефіцієнт зменшення жорсткості в напряму осі х вважають рівним 
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/T E    або /kE E   
Коефіцієнт крутної жорсткості приймають  таким що знаходиться в діапазоні  
1   ;    
Для точного рішення стійкості пластин в пластичній області використовують різні 
розрахункові  моделі:теорія  малих пружно-пластичних деформацій  без і із 
врахуванням стискання, теорії текучості без і із врахуванням стискання.,теорія 
локальних деформацій. Для практичних розрахунків критичних напружень в 
пластичній області використовують формулу 
 
k k
        (10.10) 
де k - критичне рішення задачі при заданих граничних умовах пружної задачі, 
коефіцієнт  враховує вплив пластичних деформацій, який залежить від перерізу -  
o
E c
Ek
N
/F
 
Рис.10.5 
вального  та дотичного модулів cE , kE  (рис.10.7), які визначають параметри 
c
c
E
E
  ; kk
E
E
      (10.11) 
кожного значення / ll    та /P F  . Значення модулів  cE , kE для різних 
значень та відповідно    знайдено експериментально  дуралюмина Д16Т (таб.18)     
та  сталі (Ст.3) (таб.19).Коефіцієнт  залежить від типу навантаження та граничних 
умов  (рис.10.6 - рис.10.11). 
                   0.5( ); 0.5 1 3( / )c pr pr c k c               (рис. 10.6 )      
                  0.25 0.75c k                                                          (рис. 10.7)      
                   0.36 0.64c pr                                                      (рис. 10.8)                                              
                   0.43 0.57c pr                                                    (рис. 10.9)          
             
                   c                                                                               (рис. 10.10)        
                  0.75 0.25c k                                                         (рис. 10.11)       
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                                   . Рис.10.6                                               Рис.10.7 
a b
 
                                  Рис.10.8                                             Рис.10.9 
  
              
                               Рис.10.10                                                     Рис.10.11                                   
 
 
 
 
Таблиця 18. Розрахункові параметри дуралюміну Д16Т 
 
310   310   
МПа 
610cE
  
МПа 
610kE
  
МПа 
c  k  
2.67 2 7.5 7.5 1 1 
3 2.2 7.23 5.96 0.98 0.79 
3.5 2.46 7.03 4.34 0.94 0.58 
4 2.64 6.55 3.72 0.87 0.50 
4.5 7.78 6.18 2.55 0.82 0.34 
5 2.9 5.8 2.05 0.77 0.27 
6 3.08 5.13 1.50 0.68 0.2 
7 3.2 4.57 1.17 0.61 0.16 
8 3.32 4.15 0.97 0.55 0.13 
9 3.4 378 0.82 0.49 0.11 
10 3.45 3.48 0.82 0.46 0.11 
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11 3.56 3.24 0.82 0.43 0.11 
12 5.64 3.03 0.82 0.4 0.11 
 
Таблиця 19. Розрахункові параметри для сталі Ст.3 
 
310   310   
МПа 
610cE
  
МПа 
610kE
  
МПа 
c  k  
0.95 2 2.1 2.1 1 1 
1 2.1 2.08 1.42 0.99 0.68 
1.1 2.2 2.00 0.99 0.95 0.47 
1.2 2.28 1.90 0.67 0.90 0.32 
1.3 2.34 1.80 0.46 0.86 0.22 
1.4 2.38 1.70 0.26 0.81 0.12 
1.5 2.39 1.60 0.13 0.76 0.062 
1.6 2.4 1.50 0.06 0.71 0.029 
1.8 2.4 1.33 0.0 0.63 0.0 
2 2.4 1.20 0.0 0.57 0.0 
2.5 2.4 0.96 0.0 0.46 0.0 
3 2.4 0.80 0.0 0.38 0.0 
3.5 2.4 0.69 0.0 0.33 0.0 
4 2.4 0.60 0.0 0.29 0.0 
4.5 2.41 0.54 0.02 0.26 0.0 
5 2.42 0.48 0.04 0.23 0.01 
6 2.47 0.41 0.05 0.20 0.019 
7 2.52 0.36 0.05 0.17 0.024 
8 2.57 0.32 0.05 0.15 0.024 
9 2.63 0.29 0.05 0.14 0.024 
10 2.68 0.27 0.05 0.13 0.024 
11 2.74 0.25 0.05 0.12 0.024 
12 2.8 0.23 0.05 0.11 0.024 
 
10.3. Стійкість стрижнів при повзучості 
 
Під повзучістю розуміють зміну деформації в часі при ладанних навантаженнях. Для сталі 
і дуралюміна повзучість враховується при підвищених температурах. Теорію старіння 
можна записати в формі  
( , , ) 0Ô t    
де   повна  деформація Часто використовується спрощене співвідношення 
nk t
E

    (10.12) 
Перший доданок враховує пружну деформацію, а другий деформацію повзучості. 
Параметри ,k n знаходяться експериментально для кожного матеріалу. Знайдемо 
похідну від останнього виразу 
11 1 n
k
d
kn t
E d E



    (10.13) 
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Приймемо ,що критичне напруження при повзу честі як і в випадку  пластичної 
деформації відповідає дотично модульній теорії  
2
2
k
kp
E


        (10.14) 
Гнучкість знаходимо по формулі Ейлера 
2
2 k
E
E


          (10.15) 
Із останніх  двох формул знаходимо 
1 1 E
k kpE E


 ;       1
1 1 nE
kp
kn t
E E



   
Звідси випливає   значення критичного часу                  
E k
kr n
kp
t
nEk
 

     (10.16) 
Деформаційна теорія .Приймемо ,що критичне напруження при повзу честі настає, 
коли  критична деформація в дорівнює деформації текучості 
 
nE k t
E

     (10.17) 
Звідси                                                          
E
kpn
t
k E


      (10.18) 
Критичне напруження при заданому t знаходиться із рівняння 
Enkp ktE

        (10.19) 
Приклад 9.1.Визначити критичне напруження стрінгера крила  в умовах повзучості 
дуралюміна Д16 при 32 10t год   при 150T С  . Характеристики матеріалу: 
50.64 10Е   МПа,        11 3
1
10 ( )
мм
k
Н гд
 ,   3n   , 200E   МПа        
Рішення                           
2 11
3
5 3
2 10 10
54
0.64 10 2 10
kp

 
 
МПа 
 
Додатки 
Поправочні функції стиснутих стандартних елементів  методу параміщень 
/l N EI   
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Поправочні функції стиснутих стандартних елементів  методу сил 
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Матриці стійкості і жорсткості стрижня методу скінчених елемннтів 
2 2
2 2
6 0,5 6 0,5
0,5 0,67 0,5 0,17
6 0,5 6 0,55
0,5 0,17 0,5 0,67
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l l
l l l lF
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